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说 以 此 书 

献 给 

所 有 对 未 来 生涯 规划 具有 鸿 竟 之 志 ， 
却 又 担心 会 撞 上 微 积 分 的 赚 峨山 岩 
而 折断 翅膀 的 
学 生 们 


如 果 你 正 打算 要 读 这 篇 序 文 ， 那 么 这 本 书 很 可 能 不 适合 你 ， 为 什么 呢 ? 因 
为 我 们 预期 这 本 书 的 读者 ， 应 该 是 那些 一 天 到 晚 忙 于 应 付 微 积分 的 学 生 ， 他 们 
压根 儿 不 会 有 空 来 读 这 种 咬文嚼字 、 考 试 又 一 定 不 考 的 序 文 和 导言 ， 当然， 也 
有 可 能 是 你 还 没有 买 下 这 本 书 ， 正 站 在 书店 里 这 边 瞧 瞧 、 那 边 瞧 瞧 ， 考 虑 到 底 
要 不 要 买 回去 一 一 如 果 情 形 果 真如 此 ， 那 就 让 我 们 简单 告诉 你 ， 这 本 书 究竟 在 
讲 什么 . z 

如 果 你 想 探知 内 行人 所 知道 的 秘诀 与 穿 门 ， 使 你 的 大 一 上 学 期 微 积分 修得 
轻松 愉快 ， 那 么 这 本 书 必然 是 你 所 需要 的 ; 如 果 你 想 在 快乐 中 学 到 许多 妙 不 可 
言 的 数学 知识 ， 这 本 书 也 正好 是 你 要 找 的 甚至 当 你 只 是 想 拿 本 书 在 手 上 做 个 
样子 ， 让 看 见 你 的 人 以 为 你 很 有 数学 文化 气息 ， 正 笛 秤 、 沉 醇 在 知识 的 波涛 
里 ,这 本 书 也 能 帮 你 圆满 完成 任务 . 

曾几何时 ， 你 坐 在 教室 里 听讲 却 完全 听 不 懂 ， 而 面 露 容 态 ， 可 能 是 因为 你 
的 注意 力 ， 在 一 个 节 骨 眼 地 方 ， 被 脑 中 突然 闪 过 的 其 他 念头 支 开 或 打 断 ; 也 可 
能 是 因为 任课 老师 在 讲解 一 些 基本 概念 时 ， 一 时 高 兴 过 头 ， 不 经 意 地 扯 到 一 些 
深奥 理论 去 了 ， 搞 得 你 下 了 课 后 一 头 雾 水 ， 只 好 求助 于 才思 敏捷 的 同窗 好 友 ， 
还 得 请 他 喝 一 杯 咖啡 当做 贿赂 :“ 刚 才 那 堂 课 上 ， 教 授 讲 了 些 哈 玩 意 儿 呀 ?” 结 
果 ， 你 那 位 朋友 只 用 了 短 短 5 分 钟 向 你 解释 ， 居 然 就 让 你 忧 然 大 悟 ， “什么! 
就 这 么 简单 吗 ?” 你 嘴 里 这 么 说 着 ,心里 可 是 直 咬 咕 :“ 为 什么 老师 不 一 开始 就 
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如 此 解释 呢 ?” 从 此 ， 你 巴不得 总 有 这 位 同窗 在 一 旁 ， 把 课堂 上 讲 过 的 所 有 内 
容 都 向 你 解说 一 番 . 

你 有 这 么 一 位 益友 ， 可 真是 前 生 修 来 的 福气 ,不 是 每 个 人 都 这 么 好 命 的 . 
这 本 书 的 目的 就 是 要 取代 你 那 位 朋友 .本 书 提供 了 微 积 分 里 面 各 种 关键 论题 的 
“ 非 正式 ”说 明 ， 并 尽 可 能 跳 过 正式 教科 书 中 那些 没 哈 用 途 的 技术 性 细节 与 一 
大 堆 鹃 唆 的 文字 ， 而 是 着 重 于 概念 的 阐释 与 澄清 .本 书 并 不 是 要 取代 微 积分 教 
科 书 ， 而 是 希望 帮助 读者 更 容易 了 解 教科 书 中 的 微 言 大 义 . 

只 要 你 的 观点 正确 ， 方 法 无 误 ， 学 习 微 积分 不 但 是 拓展 心智 的 难得 经 历 ， 
也 是 叫 人 心旷神怡 的 乐事 ， 这 本 书 将 告诉 你 : 微 积 分 该 怎么 学 ， 如 何 找 最 好 的 
老师 ， 该 学 些 什么 ， 以 及 考试 时 可 能 会 考 哪些 部 分 ， 这 些 内 容 可 都 是 我 们 当年 
在 当 大 学 生 、 必 须 修 微 积分 时 所 企盼 而 不 可 得 的 昵 ! 

好 啦 ， 你 已 经 磨 蹲 得 够 入 了 ， 何 不 拿 着 这 本 书 到 收银 台 ， 掏 腰包 付 点 小 钱 
把 它 买 下 来 ， 然 后 咱们 继续 再 聊 ? 
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eT 
到 乓 如 何 


2.1 选择 你 的 任课 老师 


在 这 儿 我 们 要 简单 介绍 一 下 数学 家 ,包括 他 们 的 尊 卑 层级， 以 及 各 个 阶层 
的 独特 特征 . 


在 选择 你 的 任课 老师 之 前 ， 务 必 仔细 研读 此 市 . 


了 解数 学 家 ， 其 实 就 像 赏 鸟 ， 赏 鸟 专 家 为 了 要 能 够 在 大 庭 广 众 之 中 ， 很 有 
信心 的 大 声 宣称 :“ 看 ! 那 种 黄 肚 皮 的 乌 是 美洲 吸 木 乌 ! ”他 得 事先 对 这 种 乌 的 
特征 有 足够 的 认识 才 行 . 

能 否 选 到 一 位 最 佳 任课 老师 ， 关 系 实在 重大 ， 若 是 选 得 理想 的 话 ， 你 的 微 
积分 修 课 经 历 将 成 为 一 连 串 的 喜悦 记忆 ; 若 选 得 不 理想 ， 到 后 来 你 很 可 能 会 故 
意 挑 微 积分 的 上 课时 间 去 看 牙医 ， 此 乃 两 “ 痛 ” 相 权 取 其 轻 也 . 

通常 只 要 看 看 老师 的 办 公 室 门 ， 你 就 能 得 到 相当 多 的 有 关 信 息 ， 一 般 而 
言 ， 老 师 的 办 公 室 门 上 都 会 挂 着 或 贴 着 名 牌 ， 主 要 作用 是 告知 其 正式 头衔 。 这 
头衔 还 挺 复 来 ， 有 以 下 诸多 可 能 : 
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A. 终身 职 的 固定 教师 〈 门 牌 上 写 的 是 某 某 教授 或 副教授 )， 有 “终身 职 ” 
的 教师 ， 是 指 无 论 他 如 何 鬼 混 、 如 何不 称职 ,学校 都 不 能 主动 炒 他 们 鲍鱼 ， 副 
教授 者 ， 资 格 上 比 教授 矮 了 一 级 ; 副教授 之 所 以 为 副教授 ， 有 时 候 是 因为 他 们 
年 纪 较 轻 ， 教 书 的 资历 较 浅 ， 有 了 时候 则 是 因为 其 他 难以 想象 的 原因 ， 让 他 无 法 
晋升 (诸如 他 在 院 长 公 寅 烟 向 里 面 舱 猫 猫 的 时 候 ， 不 巧 叫 院 长 隶 个 正 着 ). 

B. 非 终身 职 的 固定 教师 (门牌 上 写 的 是 某 某 助理 教授 )， 这 号 人 物 可 以 随 
时 被 校方 请 走路 ， 不 过 当 他 们 被 学 校 辞退 的 时 候 ， 原 因 多 半 不 会 跟 他 们 教导 微 
积分 的 能 力 扯 上 关系 ! 在 欧洲 ， 助 理 教授 实际 上 就 是 助理 ， 他 们 的 工作 包括 按 
时 修剪 教授 家 里 的 草皮 ， 替 教授 提 公文 包 ， 以 及 代替 教授 讲课 .而 在 美国 ， 他 
们 的 地 位 就 稍微 高 些 ， 头 衔 里 的 “助教 ”两 字 也 只 是 显示 他 们 的 教书 生涯 刚 开 
始 ， 处 于 尚未 取得 终身 职位 的 阶段 . 

C. 客座 教师 (门牌 上 写 的 是 某 某 客座 教授 或 客座 助理 教授 ). “客座 ”两 
字 是 指 学 校对 他 们 的 礼遇 有 时间 上 的 限制 ， 一 年 或 两 年 约 满 之 后 ， 他 们 就 得 苹 
荚 自动 离开 ， 至 于 离开 之 后 有 没有 其 他 路 子 ， 学 校 就 不 过 间 啦 1! 

D. 临时 教师 (门牌 上 写 的 头衔 是 讲师 、 指 导 老 师 或 是 兼任 教授 )，、 有 些 学 
院 聘 了 一 些 临 时 教师 ， 目 的 无 它 ， 就 是 专门 请 他 们 来 教 课 ， 这 或 许 意 味 着 这 些 
临时 教师 可 能 对 教学 比较 尽心 尽力 . : 

E. 研究 生 (门牌 上 只 写 姓名 ， 没 有 头衔 ， 不 过 有 时 候 也 可 能 胡乱 弄 个 一 
看 就 知道 是 假 的 头衔 ， 诸 如 兼职 指导 教师 之 类 的 ). 

F. 门 上 看 不 见 任何 门牌 。 这 是 非常 不 妙 的 现象 ， 可 能 有 几 种 原因 : 其 一 
是 表示 这 位 老师 太 缺 乏 组 织 能 力 ， 居 然 连 门牌 这 么 重要 的 东西 都 给 遍 掉 了 ， 其 
二 更 是 严重 ， 表 示 这 位 老师 以 前 的 学 生 ， 为 了 报复 泄 恨 ， 不 断 前 来 把 他 的 办 公 
室 门 牌 扯 下 来 丢掉 ， 当然 也 可 能 是 他 有 某 种 顾虑 ， 不 愿意 让 他 以 前 的 学 生 知 道 
他 的 办 公 室 在 哪儿 ; 这 种 现象 值得 花 点 时 间 深 究 一 番 . 

G. 连 门 都 没有 .此 乃 极端 危险 的 信号 ! 很 可 能 表示 学 校 当 局 认为 他 根本 
没有 资格 拥有 一 间 办 公 室 (果真 如 此 ， 你 下 了 课 之 后 要 怎么 去 找 他 问 问题 
呀 ?) ， 当 然 也 有 可 能 是 你 找 错 了 大 楼 ! 


上 述 类 别 中 ,属于 A、B、C、 DD 四 类 的 几乎 都 有 博 十 学 位 . 
在 学 校 的 选课 课程 目录 内 ,所 有 具 固 定 职位 的 教师 的 名 字 与 头衔 都 会 列 出 


来 ， 以 备 学 生 查阅 ， 在 规模 庞大 的 大 学 里 ， 有 固定 职位 的 通 芝 是 一 些 做 高 作 研 
究 的 教师 ， 或 者 是 那些 长 期 待 在 数学 系 内 ， 操 控 着 系 里 行政 机 构 的 老家 伙 ， 有 
时 候 ， 系 里 最 好 的 老师 就 在 这 群 人 里 面 ， 不 过 最 差劲 的 老师 也 混杂 在 当中 .这 
些 老师 包办 了 系 里 所 有 高 年 级 的 课程 ， 偶 尔 也 教 教 微 积分 这 种 人 门 课 ; 他 们 对 
于 教 微 积分 这 项 工作 看 法 不 一 ， 有 的 人 认为 这 是 个 摆脱 不 掉 、 必 须 忍 受 的 义务 
及 负担 ， 另 外 一 些 人 则 沉浸 在 传授 微 积分 的 乐趣 中 . 

在 许多 规模 较 小 的 学 校 里 ， 校 方 并 不 要 求教 师 做 许多 研究 ， 因 此 他 们 的 重 
点 放 在 教书 上 面 ， 所 以 你 会 发 现 ， 在 这 些 学 校 里 ， 有 许多 教师 在 改进 教学 方面 
花 很 多 时 间 和 精力 ， 这 有 时 也 意味 着 ， 他 们 可 能 会 是 比较 好 的 微 积分 老师 ， 不 
过 凡事 有 利 也 有 兹 ， 由 于 这 类 学 校 的 教师 不 做 研究 ， 他 们 的 教书 担子 通常 就 比 
那些 在 研究 型 大 学 里 任职 的 教师 沉重 了 一 到 两 倍 ， 所 以 ， 虽然 他 们 不 必 因 为 搞 
研究 而 分 心 〈 诸 如 千 辛 万 苦 地 证 明 “ 双 曲 三 维 流 形 的 凸 锥 是 紧 的 ”这 类 问题 ) ， 
但 是 往往 必须 在 一 学 期 里 同时 教 四 个 班 的 微 积分 课 ， 面 对 数 百 学 生 的 需求 ， 即 
使 有 心 专注 教学 ， 又 谈何容易 ? 


在 区 别 C 类 ( 即 客座 教师 ) 跟 DD 类 (临时 教师 ) 时 ， 所 牵涉 到 的 细节 还 相 
当 细 微 ， 不 能 一 概 而 论 ， 有些 客 座 教师 在 别处 有 固定 职位 ， 来 这 儿 只 是 适 逢 他 
每 七 年 一 次 的 休假 年 或 者 是 其 他 长 假 ， 来 此 与 老 朋 友 叙 叙旧， 或 是 在 很 棒 的 冲 
浪 景 点 (恰好 在 你 的 学 校 附近 ) 尽 情 享 受 一 番 ， 他 的 假期 一 完 就 走 人 ， 至 于 学 
生 在 学 期 末 对 任课 老师 的 评分 是 优 是 劣 ， 他 压根 儿 没 放 在 心 上 ， 不 过 ， 如 果 这 
些 老 师 原来 任职 的 学 校 就 标榜 教学 为 第 一 要 务 ， 那 么 你 也 可 能 会 磁 上 顶尖 的 好 
老师 . 

至 于 其 他 的 客座 教师 ， 可 能 是 刚 拿 到 博士 学 位 的 新 科教 师 ， 你 成 了 他 的 开 
门 弟子 .他 们 通常 挂 着 诸如 “客座 助理 教授 ”或 其 他 带 着 “博士 后 ”字眼 的 头 
衔 ， 他们 的 当务之急 并 非 教学 成 绩 ， 而 是 试图 搞 出 一 点 可 以 发 表 的 研究 成 果 ， 
以 寻找 明年 的 出 路 .但 他 们 也 不 可 能 完全 放弃 教学 ， 因 为 一 旦 学 生 认定 他 们 是 
坏 老 师 的 话 ， 肯 定 以 后 不 会 有 学 校 聘 他 们 ， 但 是 由 于 缺乏 经 验 ， 他 们 的 教学 能 
力 因 人 而 异 ， 好 坏 差距 极 大 . 

讲师 跟 临 时 讲师 通常 是 逐年 一 聘 ， 他 们 的 主要 任务 就 是 教 课 ， 他 们 的 教学 
方法 可 能 决定 明年 是 否 能 续聘 ， 而 学 生 在 学 期 末 给 老师 打 的 分 数 ， 很 可 能 影响 
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到 他 们 明年 的 饭碗 ， 所 以 对 他 们 来 说 ,巴结 学 生 、 让 学 生 开 心 是 极端 重 要 的 . 
如 果 一 位 讲师 在 学 校 里 待 了 超过 一 年 ， 却 仍然 还 没有 混 到 一 个 带 “ 教 授 ” 字 眼 
的 头衔 ， 这 表示 他 仍然 是 留 校 察看 的 临时 教师 ， 这 种 教师 一 般 只 能 教 教 微 积分 
和 一 些微 积分 预备 课程 ， 若 是 他 们 在 此 之 前 教 过 同样 的 课程 好 一 阵子 ， 那 么 一 
般 议 来 他 们 都 会 教 得 比较 好 ， 如 果 仍 然 教 得 相当 糟糕 ， 他 准 是 系 主任 的 小 
甸 子 . 


硕士 班 或 博士 班 的 研究 生 有 可 能 是 非常 好 的 讲师 ， 他 们 的 共同 弱点 一 般 是 
经 验 不 足 ， 他 们 教学 能 力 的 优 劣 ， 完 全 难以 所 摸 ， 有 的 相当 顶尖 ， 有 的 极端 败 
脚 ， 不 过 也 有 个 问题 ， 那 就 是 他 们 大 多 刚 念 完 大 学 ， 对 初等 微 积分 还 记忆 犹 
新 ， 不 太 容易 玩 花 样 蒙混 过 关 .他们 之 中 亦 不 乏 年 纪 较 长 的 ， 你 不 难 从 他 们 花 
白 纠结 的 一 头 乱 发 、 含 糊 的 口气 ， 以 及 遭 过 的 穿着 ， 一 眼 认 出 这 类 人 物 . 

对 于 绝 大 多 数 的 研究 生 讲师 ， 你 不 大 可 能 从 旁 探听 到 他 们 以 往 的 表现 ， 遇 
到 他 们 的 话 ， 最 好 的 策略 就 是 去 听 他 讲 一 两 堂 课 ， 如 果 发 现 讲 得 很 糟 ， 就 应 该 
要 当机立断 ， 迅 速 撤离 . 

通常 ， 你 可 从 办 公 室 的 空间 大 小 看 出 一 位 教师 的 学 术 地 位 ， 如 果 其 他 征象 
都 没 法 给 你 足够 多 可 靠 的 信息 ， 不 妨 一 探 他 的 办 公 室 ， 办 法 是 : 进去 估量 一 下 
办 公 室 内 的 地 板 面积 ， 然 后 把 估计 的 数值 除 以 门 上 具名 的 人 数 ， 再 加 上 办 公 室 
所 在 楼 层 数 目 ， 如 果 没 有 窗子 就 得 乘 以 一 1， 最 后 得 到 的 值 愈 大 ， 表 示 你 的 任 
课 老师 在 系 里 地 位 愈 高 . : 


当然 ， 以 上 的 归纳 分 析 并 不 很 准确 可 靠 , 例外 可 说 是 屡见不鲜 .我 们 自己 
就 曾 遇 过 既 认 真 又 杰出 的 客座 教授 ， 也 碰 到 过 为 学 生 鞠 躬 尽 阅 的 尽职 教师 ， 那 
么 我 们 该 怎样 办 才 好 呢 ? 幸好 有 个 更 为 可 靠 而 且 相当 简单 的 方法 ， 可 以 告诉 我 
们 在 可 供 选 择 的 范围 内 ， 谁 是 最 高 水 平 的 教师 . 


内 行 机 密 : 想 知道 谁 是 最 好 的 任课 老师 啊 ? 开口 问 呀 ! 


其 实 系 里 上 上 下 下 ， 每 个 人 心里 都 明白 究竟 谁 是 个 好 老师 ， 你 可 以 去 拜访 
系 里 的 两 三 位 老师 ， 向 他 们 打听 一 番 ， 不 过 得 注意 一 点 ， 你 最 好 问 那 些 年 纪 轻 
一 学 的 老师 ， 因 为 他 们 涉世 未 深 ， 故 意 讶 你 的 几率 不 大 .另外 ， 系 办 公 室 的 秘 


书 也 知 间 哪儿 位 老师 教 得 最 好 ， 等 着 选课 的 学 生 队伍 排 得 最 长 ， 而 哪 几 位 老师 
会 让 许多 学 生 半 途 而 废 . : 


内 行 机 密 : 想 知 道 谁 是 最 好 的 任课 老师 吗 ? 多 昕 几 个 老师 讲课 ， 
然后 选择 你 认为 最 好 的 那 一 位 ! 


在 规模 较 大 的 大 学 里 ， 同 一 门 课 你 大 概 可 以 在 5 一 10 位 教师 里 精 挑 细 选 . 
规模 较 小 的 学 校 也 许 设 有 这 么 多 选择 ， 教 学 水 平 可 能 比较 整齐 ， 不 管 学 校 大 
小 ， 如 果 你 多 问 间 ， 应 该 可 以 找 出 两 三 位 优秀 的 教师 ， 然 后 你 再 去 一 一 试听 ， 
选 出 你 的 理想 老师 来 . 

如 果 没 得 选择 也 就 办 了 ， 既 然 可 以 选 ， 当 然 就 应 该 选 出 最 好 的 。 其 实 这 个 
选择 一 点 也 不 难 ， 通 常 只 要 听 了 第 一 堂 课 ， 你 就 会 知道 谁 能 引起 你 的 注意 ， 而 
谁 会 让 你 听 得 哈欠 连天 ， 你 的 筛选 标准 要 订 得 很 高 ， 千 万 不 要 跟 某 些 学 子 犯 同 
样 的 错误 : 误 以 为 听 不 懂 是 自己 的 错 . 


内 行 机 密 : 若 上 课 之 前 你 做 过 预习 ， 但 讲课 的 内 容 你 却 完全 无 法 
听 民 ， 过 错 极 可 能 在 任课 老师 ， 而 不 在 你 ! 


如 果 第 一 天 上 课 就 有 超过 j 的 学 生 睡 着 了 ， 那 是 一 个 很 糟糕 的 信号 ;如 果 


上 课 第 一 天 就 分 发 下 来 一 份 印 得 很 清楚 的 课程 大 纲 ， 或 者 任课 老师 帮 同 学 排 定 
了 许多 课外 的 办 公 时 间 ， 那 可 是 好 的 信号 .如 果 你 在 课堂 里 听 了 老 半 天 ， 还 搞 
不 清 这 节 课 上 的 是 法 文 还 是 数学 ， 那 是 个 糟糕 的 信号 ; 如 果 任 课 老 师 指 定 《 奇 
说 趣 论 微 积 分 》 这 本 书 为 必 备 参考 书 ， 那 是 个 好 的 信号 一 -而且 是 极其 好 的 
言 号 ! 

许多 学 校 不 喜欢 让 学 生 试 听 ， 因 为 这 样 会 大 幅 增加 学 校 行政 人 员 的 工作 
量 ， 而 且 到 头 来 会 使 得 班级 大 小 难以 控制 ， 有些 学 校 的 行政 人 员 甚 至 希望 你 缴 
完 学 费 后 便 目 动 消失 ， 最 好 不 要 再 去 找 他 们 的 麻烦 ， 切 记 ! 千 万 别 在 乎 他 们 高 
兴 与 不 高 兴 ， 你 缴 了 学 费 ， 就 有 权利 要 求 他 们 为 你 做 点 事 ! 

如 由 你 现在 是 个 高 中 生 ， 而 且 正 在 修 微 积分 ， 那么 以 上 所 述 的 选 良 师 的 高 
招 ， 绝 大 部 分 没有 用 武之 地 ， 原 因 是 你 根本 毫 无 选择 ， 在 这 种 情况 下 ， 你 就 是 
跑 果 子 、 控 板 例 ， 都 没 哈 用 ， 所 以 你 只 能 祈求 老天爷 保佑 自己 不 要 遇 到 太 离 谱 
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的 糖 糕 老 师 . 


2.2 对 任课 老师 该 有 什么 要 求 


好 啦 ， 你 现在 好 歹 已 经 有 了 任课 老师 ， 对 他 (她 ) 的 职位 也 有 些 初步 的 了 
解 ， 那 么 咱们 就 再 更 仔细 瞧 瞧 他 〈 她 ) 算 不 算是 理想 的 微 积 分 老师 ， 以 下 举 几 
个 你 可 能 料想 不 到 的 实际 例子 . 


名 数学 家 故事 之 一 


出 生 在 匈牙利 的 汉 “' 诺 伊 曼 (John Von Neumann，1903 一 1957) ，20 世纪 
30 年 代 移 居 美 国 . 他 利用 工作 闲 眼 之 余 ， 提 出 了 计算 机 内 存储 程序 的 概念 ， 
可 算是 计算 机 理论 的 开山 祖师 答 ， 此 外 ， 他 的 为 人 处 世 也 有 点 不 太平 凡 . 

有 一 次 ， 他 讲 完 一 堂 微 积分 课 ， 有 位 学 生 跑 来 问 他 问题 : “ 冯 “. 诺 伊 曼 教 
授 ， 黑 板 上 最 后 那个 问题 ， 我 不 了 解 你 是 怎么 得 到 答案 的 . ” 冯 . 诺 伊 曼 转 过 
头 盯 着 黑板 上 那个 问题 ， 看 了 大 约 一 分 钟 ， 然 后 说 :“er”， 这 位 困惑 的 学 生 以 
为 他 没有 听 明 白 ， 于 是 说 : “我 知道 那 是 正确 答案 ， 汉 “. 诺 伊 曼 教 授 ， 我 只 是 
不 懂 它 是 怎么 求 出 来 的 . ”结果 冯 : 诺 伊 曼 盯 住 学 生 看 了 一 分 钟 ， 然 后 移 开 视 
线 ， 又 重复 一 遍 说 :“er". 这 名 学 生 开始 失去 耐性 了 : “但 你 并 没有 告诉 我 你 
究竟 是 怎么 得 到 答案 的 !” 汉 ' 诺 伊 曼 把 头 转向 他 ， 一 脸 寒 者 地 说 ; “小伙 子 ， 
你 到 底 要 我 怎么 办 呀 ? 我 不 是 已 经 用 两 种 不 同 的 方式 告诉 你 了 吗 ?” 

启示 : 有 的 时 候 ， 教 授 们 其 实 已 经 不 大 记得 他 们 自己 以 前 在 当 学 生 ， 还 在 
学 习 微 积分 时 的 困苦 情形 ， 由 于 他 们 年 复 一 年 、 一 遍 又 一 遍 讲授 同样 的 教材 ， 
他 们 根本 不 能 理解 ， 为 什么 学 生 仍然 不 懂 . 


名 数学 家 故事 之 二 


维 纳 (Norbert Wiener，1894 一 1964) 大 约 是 20 世纪 前 半 时 世界 上 最 伟大 
的 一 位 美国 数学 家 .他 过 人 的 才智 为 同行 所 钦佩 ， 而 他 也 同样 因为 心 不 在 爱 而 
出 名 ， 

企 麻 省 理工 学 院 (MIT) 执掌 教 窗 数 年 之 后 ， 维 纳 一 家 人 搬 到 一 栋 比 较 大 


的 房子 里 .他 的 太太 深 知 他 的 老 毛 病 ， 了 晓得 他 可 能 会 记 不 住 新 家 的 地 址 ， 以 至 
于 下 班 之 后 回 不 了 家 ， 所 以 她 特地 把 地 址 写 在 一 张 纸 上 ， 让 他 放 在 外 衣 的 口袋 
里 ， 不 过 那天 在 吃 中 饭 的 时 候 ， 他 突然 想到 一 个 非常 好 的 数学 点 子 ， 急 切 之 加 
把 字条 给 掏 了 出 来 ， 在 上 面 做 了 一 些 计算 式 子 .做 着 做 着 ， 却 又 突然 发 现 了 破 
绽 ， 才 知道 这 点 子 并 不 怎么 样 ， 一 气 之 下 就 把 那 张 纸 抒 成 一 团 丢 进 了 字 纸 得 . 
等 到 一 天 终于 忙 完 ， 到 了 该 回 家 的 时 候 ， 他 才 想 到 自己 把 写 有 地 址 的 字条 给 于 
掉 啦 ! 这 下 子 他 怎么 想 也 想 不 起 新 家 在 哪儿 . 

不 过 ， 他 那 大 数学 家 的 头脑 也 不 是 徒 有 虚名 ， 一 转念 便 想 到 了 办 法 : 回 到 
原来 住处 ， 等 在 屋 前 ， 因 为 若是 他 傅 时 未 抵 家 门 ， 他 老婆 一 定 知道 他 是 迷路 
了 ， 所 以 会 到 旧 屋 那儿 去 接 他 . 很 不 幸 ， 当 他 抵达 旧 家 时 ， 并 没 瞧 见 他 老 闭 的 
倩影 ， 倒 是 发 现 一 位 小 姑娘 站 在 屋 前 ， 于 是 他 趋 前 问 她 : “对 不 起 ， 小 妹妹 ， 
你 知 不 知道 住 在 这 儿 的 人 搬 到 什么 地 方 去 啦 ?” 不 料 ， 这 个 小 寻 娘 却 回答 说 : 
“老区 ， 别 担心 ， 妈 妈 叫 我 来 带 你 回 家 .” 

附 言 ， 最 近 有 一 家 数学 通讯 社 循 线 找到 了 维 纳 的 女儿 ， 向 她 求证 这 项 传 
辐 ， 她 断然 否认 当年 她 老区 糊涂 到 连 亲 生 女 儿 都 认 不 出 来 ， 不 过 却 坦承 他 的 确 
不 知道 回 家 之 路 . 

启示 一 : 如 果 学 期 结束 的 时 候 ， 你 的 任课 教授 仍然 没有 搞 清 楚 你 的 大 名 ， 
请 不 楼 太 见怪 . 

启示 二 : 你 应 该 庆幸 你 的 父母 不 是 学 数学 的 ， 万 一 是 的 话 ， 也 用 不 着 唉 声 
叹气 ,你 可 以 随时 准备 向 他 们 自我 介绍 一 番 ， 然 后 缠 住 他 们 ， 要 求 他 们 帮助 你 
搞 懂 微 积 分 . 


名 数学 家 故事 之 三 


布尔 伯 特 (David Hilbert，1862 一 1943) 是 活跃 在 20 世纪 初 的 伟大 德国 数 
学 家 ， 他 的 一 位 学 生 买 了 一 部 汽车 ， 后 来 不 幸 死 于 一 场 车 祸 . 在 葬礼 上 ， 死 者 
家 属 请 希 尔 伯 特 老师 说 几 旬 话 ， 于 是 他 说 :“ 小 克 劳 斯 是 我 的 学 生 当 中 最 优秀 
的 ， 他 生前 在 数学 方面 ,具有 不 同 凡 响 的 天 分 ， 他 对 数学 问题 的 兴趣 非常 广 
沁 ， 诸 如 ……” 他 暂停 了 一 会 儿 ， 然 后 说 : “考虑 单位 区 间 上 一 组 可 微 函 数 ， 
然后 取 它 们 的 闭 包 ……” 

启示 一 : 上 识 时 尽量 坐 在 教室 门口 附近 ， 要 离开 比较 容易 ， 
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启示 二 : 有 些 数学 家 可 能 跟 现 实生 活 有 点 脱节 ， 如 有 果 你 的 任课 教授 属于 这 
一 类 ， 倒 也 无 伤 大 雅 ， 试 着 从 好 的 一 面 来 看 : 一 学 期 下 来 ， 你 保 准 能 收集 到 一 
大 等 乱 的 趣事 、 笑 话 呢 ! 


2.3 如 何 对 待 任 课 老师 


以 下 是 几 个 基本 礼仪 ， 教 你 如 何 跟 任 课 老 师 成 功 互动 . 

1. 千 万 要 记 牢 任课 老师 的 大 名 . 许多 数学 老师 都 不 能 想象 ， 在 学 生 的 生 
命中 会 有 比 他 们 更 重要 的 “贵人 ”， 不 管 你 怎么 想 ， 毕 竟 关 系 搞 好 了 ， 占 便宜 
的 还 是 你 自己 . 

2. 尽早 决定 要 用 什么 头衔 称呼 你 的 任课 老师 ， 这 个 礼仪 问题 看 似 复 杂 ， 
其 实 非常 容易 ， 你 大 概 听 过 “ 礼 多 人 不 怪 ” 这 句 话 吧 ? 诀窍 就 在 不 音 于 多 加 些 
蕉 维 的 字眼 .假设 你 的 任课 老师 姓 郭 ， 称 呼 他 一 声 郭 博 士 准 没 错 ， 虽 然 他 的 薪 
资 一 辈子 都 不 会 超过 他 班 上 医学 院 学 生 将 来 的 收入 ， 如 果 郭 教授 是 位 女性 ， 那 
么 更 需要 称呼 她 为 郭 博 士 ， 故 此 当 女 教授 们 听 到 男 研究 生 诡 媚 地 称 她们 为 郭 小 
姐 或 郭 太太 时 ， 则 感到 无 名 的 烦恼 .头衔 上 尽量 “大 方 送 ”， 哪 怕 说 的 是 假 的 ， 
也 几乎 没有 因 可 用 “博士 ”称呼 而 冒犯 了 任何 一 位 任课 老师 ， 虽 然 这 种 称呼 对 
尚未 取得 博士 学 位 的 研究 生 很 不 恰当 ， 但 他 们 仍 会 被 这 种 称呼 而 激动 . 

3. 避免 粗鲁 的 言行 ， 随 时 保持 礼貌 ， 在 向 授课 老师 问 问题 的 时 候 ， 可 以 
坚持 不 懈 ， 但 绝 不 可 粗鲁 无 礼 . 干 万 记 住 ,决定 你 的 成 绩 的 人 是 任课 老师 ， 即 
使 最 最 理想 主义 的 老师 ， 号 称 绝对 不 让 他 的 个 人 好 恶 影响 到 学 生 的 成 绩 ， 仍 然 
不 可 避免 地 会 碰 到 是 否 要 让 你 及 格 ， 或 是 帮 你 加 分 的 情况 ， 这 时 ， 他 的 意识 会 
说 :“ 这 个 学 生 的 期 末 成 绩 比 期 中 成 绩 稍微 差 了 一 些 ， 但 是 期 未 考 占 的 比重 较 
大 ， 照 说 我 应 该 打出 较 低 的 成 绩 . ”但 是 他 的 下 意识 却 在 喊 :“ 好 呀 ! 我 可 得 借 
此 机 会 把 你 这 个 目 无 尊 长 的 下 流 坯 钉 到 墙头 上 . ”打数 学 分 数 虽然 不 像 打 “ 圣 
经 诠释 传统 中 的 反 偶像 现代 性 ”这 类 课程 的 成 绩 那 么 见仁见智 ， 中 间 还 是 有 一 
点 活动 空间 .所 以 ， 请 善待 你 的 师长 . 


1. 把 这 本 书 买 下 来 . 如 果 你 手 上 这 本 不 是 你 的 ,赶紧 去 买 一 本 ， 放 在 床 
头 ， 以 备 随时 翻阅 不妨 再 多 买 几 本 ， 放 在 厨房 、 厕 所 这 些 你 经 常 出 入 的 
地 方 . 


2. 选择 最 适合 你 的 教师 . 


3. 用 心 听讲 ， 这 件 事 说 来 容易 ， 做 起 来 却 相 当 困 难 . 有 些 教授 已 经 积 习 
难 改 ,他们 的 教 法 使 你 的 注意 力 澳 散 、 思 想 麻 痹 .要 是 你 没有 钢铁 般 的 意志 ， 
绝对 难以 阻挡 他 们 的 绵绵 攻势 ， 对 付 他 们 的 办 法 是 要 勇于 分 辨 一 如 果 有 选择 
的 机 会 ， 就 选 一 位 最 适合 你 的 教授 .如果 学 校 不 让 你 选择 ， 就 在 校园 附近 找 找 
有 什么 地 方 可 以 买 到 效力 最 强 的 咖啡 ;原则 上 ， 学 校 附近 都 应 该 找 得 到 .如 果 
大 然 连 买 咖啡 都 如 此 困难 ， 那 么 你 也 用 不 着 修 微 积分 了 ， 不 如 改行 开 咖 啡 屋 
吧 ， 你 会 大 赚 一 票 的 . 

有 个 很 有 效 的 方法 ， 能 强迫 自己 集中 注意 力 ， 那 就 是 上 课时 坐 在 第 一 一 排 . 
根据 以 往 的 经 验 ， 拿 高 分 的 学 生 只 有 两 类 : 

* 坐 在 第 一 排 的 学 生 ， 原 因 是 坐 在 第 一 排 可 以 让 人 更 专心 . 

* 坐 在 教室 最 后 面 ， 从 来 不 注意 听讲 的 学 生 ， 这 些 家 伙 仗 着 高 中 时 修 过 
向 积分 ， 现 在 只 想 轻 松 捞 一 个 高 分 .他 们 绝 不 会 愿意 花 钱 买 这 本 书 ， 所 以 跟 咱 
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们 无 缘 ， 他们 哪 会 料 到 ， 读 过 这 本 书 的 同学 将 会 聚集 在 全 班 成 绩 曲 线 的 前 闪 ， 
把 他 们 痛 宰 一 顿 〈 要 是 还 能 拿 七 十 儿 分 ， 算 他 们 走运 ). 


4. 老 老实 实 的 把 习题 全 都 做 一 遍 ， 虽然 大 学 课程 的 重点 集中 在 课堂 里 ， 
但 真正 的 学 习 却 发 生 在 课堂 之 外 ， 在 寝室 里 ,或 在 图 书馆 内 ， 在 你 做 习题 的 时 
候 . 道理 极其 简单 ， 如 果 你 搞 清 楚 了 怎么 做 习题 ,那么 你 自然 也 领 司 了 如 何 解 
答 考 卷 上 的 问题 . 

这 此 有 几 个 做 习题 的 简单 步骤 : 

* 看 清楚 老师 交代 的 是 什么 样 的 习题 . 

* 从 教科 书 里 找 出 看 起 来 类 似 的 例题 . 

* 试 着 用 例题 里 的 解 题 方 式 依 样 画 葫芦 ， 你 会 发 现 绝 大 多 数 的 习题 ， 都 
会 迎 妨 和 解 . 

当 你 按照 上 述 步 骤 ， 反 复 做 过 几 题 之 后 ， 自 然而 然 就 会 渐渐 不 再 需要 参考 
例题 ， 而 能 独立 完成 解 题 的 工作 了 .数学 这 玩意 儿 ， 说 穿 了 不 过 就 是 如 此 . 


5. 找 人 帮助 ， 当 你 卡 在 问题 里 面 动弹 不 得 的 时 候 ， 干 万 不 要 : 

* 用 脑袋 撞墙 . 

* 以 为 两 大 杯 啤 栖 下 肚 就 可 以 解决 问题 . 

* 一 气 之 下 断然 放弃 学 生生 省 ， 改 行 去 街 上 卖 米粉 . 

相反 的 ， 你 应 该 冷静 下 来 ， 去 找 人 帮忙 ， 找 谁 呢 ? 下 列 名单 是 按照 重要 性 
做 递减 的 排序 . 

* 间 窗 的 才子 型 人 物 ， 切 记 要 把 自尊 摆 在 一 旁 ， 如 果 死 要 面子 ， 到 头 来 
你 还 是 跟 高 分 无 缘 . 只 要 你 愿意 不 耻 下 问 ， 一 定 有 高 人 能 够 解释 给 你 听 ， 不 过 
必须 记 住 ， 不 要 直接 问答 案 ， 而 是 要 问 过 程 ， 因 为 光 是 知道 答案 ， 对 将 来 应 付 
考试 没 哈 用途 ， 考 卷 上 的 问题 稍微 一 改 ， 答 案 当 然 就 不 一 样 了 ， 还 有 就 是 要 设 
法 跟 这 可 人 建立 起 友谊 ， 一 种 施 与 受 的 关系 ， 这 对 双方 皆 有 好 处 ， 因 为 世界 上 
好 好 的 学 习 方 式 ， 就 是 试 着 讲解 给 旁人 听 ， 

* 不 从 前 刚 修 过 同一 门 课 的 人 (而且 修 得 一 级 棒 ). 重点 是 要 在 “不 久 
前 ” 修 过 ， 因 为 如 果 已 经 隔 了 一 段 时 间 ， 你 可 能 需要 花 更 多 时 间 唤 起 他 模糊 的 
记忆 ， 币 得 不 到 什么 帮助 . 


x 助教 ， 一 般 说 来 ， 助 教 在 教学 上 依然 是 新 手 ， 因 而 非常 热 囊 于 指导 学 
生 ， 一 次 耽误 他 几 个 小 时 都 很 少 怨言 ， 他 们 乐于 握 有 权力 ， 最 巴 望 有 学 生 去 问 
他 问题 ， 借 以 陶醉 在 “他 比 你 懂得 多 ”的 事实 之 中 ， 不 妨 善 加 利用 . 

* 教授 ， 缺 点 是 ， 要 找 他 们 通常 不 会 很 容易 ， 他 们 在 办 公 室 的 时 间 一 般 
不 多 ， 而 且 多 半 不 会 太 考 虑 学 生 的 方便 ， 所 以 车 要 去 找 教授 ， 事 先 最 好 准备 妥 
当 ， 可 以 用 便条 纸 ， 写 上 想 问 的 问题 ， 然 后 贴 在 缴 交 的 习题 或 是 课堂 笔记 本 
中 ， 见 了 教授 之 后 ， 一 个 接 一 个 的 提出 问题 ， 教 授 看 到 你 那么 有 组 织 能 力 ， 又 
对 课堂 内 容 那 么 注意 ， 印 象 一 定 非常 深刻 ， 很 可 能 在 学 期 结束 时 帮 你 加 分 呢 . 
当然 ， 如 果 教 授 知 道 你 的 大 名 ， 就 更 有 帮助 了 . 

大 多 数 的 教授 都 极乐 意 在 已 经 排 定 的 办 公 室 时 间 以 外 ， 与 学 生 另 约 时 间 ， 
当然 也 不 免 会 有 例外 .话说 有 位 学 生 ， 下 课 后 快 步 绕 到 女 教授 面前 把 她 拦 下 
来 ， 说 了 一 堆 借口 ， 希 望 跟 教授 另外 时 间 ， 帮 他 解答 几 处 不 明了 的 地 方 ， 教 授 
拿 出 她 的 记事 本 ， 看 了 看 之 后 对 学 生 说 : “我 在 两 个 半月 之 后 有 点 空闲 ， 也 就 
是 3 月 24 日 清晨 6 点 15 分 . ”这 名 学 生 听 了 之 后 倒 抽 一 口气 说 ;“ 你 只 有 在 那 
个 时 间 才 有 空 吗 ?” 教 授 说 :“ 不 错 ， 有 什么 问题 吗 ?” 学 生 说 :;“ 那 倒 没 有 ， 只 
是 我 正好 跟 助教 约 好 同一 个 时 间 ， 要 去 找 他 .>” 

* 电子 邮件 ， 利 用 电子 邮件 ， 是 从 任课 教师 或 助教 那儿 获得 答案 的 最 简 
易 最 快速 的 办 法 .奇怪 的 是 ， 几 乎 没有 学 生 想到 用 电子 邮件 跟 老 师 打交道 ， 这 
种 通讯 方式 特别 适合 简短 的 询问 ， 诸 如 “明天 的 课 是 否 又 要 取消 ?” 以 及 “我 
可 以 跟 您 约 星期 二 吗 ?” 教 授 们 随时 会 查看 信箱 ， 而 且 大 多 数 都 很 勤 于 回信 . 
用 电子 邮件 还 有 个 好 处 ， 那 就 是 你 发 信 的 时 间 完 全 不 需 讲究 ， 白 天 晚上 皆 可 
与 凌晨 三 点 钟 在 家 里 接 到 你 的 电话 比 起 来 ， 他 们 宁愿 收 到 电子 邮件 ! 

* 上 网 。 全球 互 联网 上 有 许多 微 积 分 网 站 及 讨论 区 ， 上 去 之 后 ， 你 可 以 
找到 各 式 各 样 问题 的 答案 .如 果 你 知道 如 何 上 网 ， 马 上 行动 ， 如 果 你 还 不 会 上 
网 ， 赶 紧 找 班 上 那个 显然 很 少 晒 太阳 的 同学 ， 拜 托 他 (她 ) 教 你 如 何 上 网 . 


6 熟悉 各 个 例题 .老师 在 教 微 积分 时 ， 通 常 都 是 塞 给 学 生 一 堆 法 则 (有 
时 会 分 门 别 类 成 一 系列 的 定理 跟 引 理 ) ， 偶 尔 举 一 两 个 例题 来 说 明 ， 二 万 要 注 
意 这 些 例题 ! 你 可 能 会 以 为 那些 例子 不 过 是 任课 老师 信 手 牛 来 ， 其 实 ， 这 些 匣 
例 都 是 老师 精心 挑选 的 ， 所 以 你 应 该 特别 记 牢 ， 因 为 期 末 考 的 题目 可 能 跟 这 些 
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例题 差 个 到 哪 去 ， 数 学 教授 会 把 他 的 同一 套 考 试题 目 拿 来 重复 使 用 ， 就 跟 谐 星 
总 是 重复 说 同样 的 笑话 一 样 . 


7. 想 办 法 弄 到 过 去 的 考题 ， 有 些 人 食 古 不 化 ， 认 为 用 过 去 的 考题 当 参 考 
资料 有 偷 鸡 摸 狗 之 嫌 ， 殊 不 知 过 去 的 考题 早已 成 为 堂而皇之 的 公开 资料 .在 许 
多 大 学 里 ， 你 可 以 从 图 书馆 或 是 系 办 公 室 要 到 过 去 的 考题 ， 如 果 你 在 这 两 个 地 
方 碰 了 钉子 ， 那 就 想法 子 找 以 前 修 过 课 的 学 长 ， 或 直接 拜访 任课 老师 ， 开 门 见 
山 何 他 有 要 份 过 去 的 考题 反正 是 要 使 尽 浑身 解数 ， 不 达 目 的 誓 不 罢休 ， 拿 到 过 
去 的 考题 后 ， 尽 快 做 个 数 遍 ， 而 且 要 彻底 弄 懂 . 

刃 一 个 有 用 的 例题 来 源 ， 是 其 他 的 微 积分 教科 书 ， 在 学 校 附 近 的 二 手书 店 
里 ,你 可 以 严 到 两 三 年 前 的 二 手 教 科 书 ,价格 一 般 都 不 贵 ， 这 些 虽 然 是 旧书 ， 
里 面 的 数学 5 年 后 (甚至 50 年 后 ) 都 不 会 过 时 一 一 许多 老师 就 专门 从 其 他 教 
科 书 里 找 考 题 呢 ! 


8. 用 功 . 许多 学 生 一 听 到 “用 功 ”两 字 就 头痛 ， 但 实际 上 ,学 生 终 归 锡 
不 了 委 用 功 ， 这 本 书 只 能 告诉 你 最 有 效 的 学 习 方 法 ， 让 你 学 习 得 很 快乐 一 一 而 
个 是 教 你 如 何不 读书 就 拿 高 分 ， 如 果 你 读 完 这 本 书 ， 碰 到 微 积 分 仍然 手足 无 措 
的 话 ， 建 议 你 改行 去 搞 政 治 ， 或 其 他 不 会 磁 到 数学 或 更 高 层次 思维 的 相似 、 
领域 . 


9. 额外 做 习题 ， 如 果 你 运气 好 ， 碰 到 一 位 异乎 寻常 的 勤快 老师 ， 给 了 你 
们 一 大 堆 额外 习题 ， 那 么 ， 别 的 事 都 可 以 等 一 等 ， 请 千 万 要 自觉 地 把 这 些 习 题 
做 一 做 ! 为 什么 呢 ? 因为 你 班 上 的 其 他 同学 几乎 不 会 有 人 做 ! 绝 大 部 分 同学 对 
额外 习题 都 有 一 个 错误 的 观念 ， 他 们 以 为 额外 习题 可 做 可 不 做 ,一 点 也 不 重 
妥 ， 但 情形 恰恰 相反 ， 额 外 习题 的 分 数 可 能 会 加 到 学 期 总 成 绩 里 面 ， 如 果 班 上 
除了 你 之 外 没有 人 做 这 些 习 题 ， 你 的 成 绩 自然 高 出 所 有 人 一 大 截 ， 结 果 ， 你 得 
了 高 分 ， 而 别人 可 能 迟早 要 挨家 挨户 推销 杂志 ， 赚 点 小 钱 来 糊口 . 


10. 衙 开 阴险 行为 。 几 乎 毫 无 例外 ， 考 试 千 作 痊 并 不 会 得 到 好 成 绩 ， 你 也 
许可 以 靠 作 疾 ， 蝙 对 了 一 题 两 题 ， 但 是 数学 这 玩意 儿 ， 绝 大 部 分 的 知识 是 累积 


下 来 的 ， 所 以 一 开始 就 得 按部就班 ， 面 对 现实 ! 如 果 你 先前 是 靠 作 兹 ， 你 系 积 
到 的 知识 就 是 从 隔壁 同学 考卷 上 瞄 来 的 一 个 有 关 “ 极 限 ”问题 的 答案 ， 这 绝对 
无 法 帮助 你 进一步 了 解 “导数 ”的 观念 ， 邯 试 作弊 的 风险 高 ， 却 豪 无 报酬 . 

(我 们 知道 你 此 刻 正在 想 什 么 ， 准 是 那 句 老话 : “诚实 为 上 . ”似乎 许多 教 
授 每 学 期 都 被 要 求 得 这 样 提醒 学 生 至 少 一 次 ， 就 好 像 在 实践 他 们 当初 成 为 教授 
时 所 签署 的 蜀 约 ; 据说 其 中 有 一 条 是 ， 每 位 教授 在 下 课时 ， 必 须 为 下 一 位 教授 
把 黑板 擦 干净 ， 但 事实 上 车 约 里 根本 没有 这 些 要 求 . 不 过 话 又 得 说 回来 ， 考 试 
作 况 的 确 只 有 可 能 让 你 身败名裂 ， 对 你 绝 不 会 有 丝毫 帮助 .至 于 擦 黑板 嘛 ， 那 
得 看 下 一 位 教授 他 们 是 否 喜欢 !) 


第 4 章 ， 好 问题 和 坏 问题 /ss 


4.1 ”为 什么 要 问 问题 


什么 ? 要 我 问 问题 ? 没门 ! 冒 的 险 太 大 啦 . 如 果 我 不 小 心 问 了 个 策 问 题 ， 
让 人 看 见 我 的 蠢 相 ， 我 的 形象 岂 不 就 毁 了 ? 万 一 教授 大 发 雷霆 ， 指 着 我 吼 ; 
“你 这 笨蛋 ， 怎 么 连 这 么 愚 泰 的 问题 也 问 得 出 来 ? 现在 就 给 我 深 出 教室 去 ， 顺 
便 把 你 的 不 及 格 的 成 绩 也 带 走 . ” 那 该 怎么 办 ? 

绝 大 多 数 的 学 生 都 有 类 似 的 想法 ， 巧 合 的 是 ， 学 期 结束 时 ， 这 绝 大 多 数 的 
学 生得 到 的 成 绩 也 都 不 到 90 分 ， 其 实 ， 问 问题 从 来 就 没 让 学 生 若 过 任何 麻烦 ， 
相反 的 ， 问 问题 的 学 生 一 般 都 会 得 到 许多 好 处 .教授 打 心 眼 里 就 喜爱 学 生 上 课 
时 问 问 题 ， 因 为 有 人 问 问题 ， 才 显得 整 班 学 生 正 在 全 神 贯 注 于 老师 的 讲课 ， 证 
明 师 生 配 合 密切 、 有 意见 交流 、 有 互动 ， 当 然 就 能 达到 预期 的 教学 目的 ， 一 切 
经 理想 又 圆满 ! 

学 生 吝 欢 看 到 别 的 同学 问 问题 。 为 什么 呢 ? 第 一 ， 多 数学 生 在 上 课时 不 可 
能 真 的 三 心 二 意 ， 这 时 刻 最 好 有 同学 提出 问题 ， 让 他 们 可 以 从 容 赶 上 老师 的 进 
度 ， 第 二 ， 他 们 可 以 听 听 哪些 地 方 让 其 他 同学 头痛 而 最 重要 的 一 点 则 是 ， 大 
家 可 以 趁机 瞧 瞧 ， 问 问题 的 同学 今天 穿 什么 . 


在 课 尝 上 提出 问题 ， 可 以 达到 以 下 几 种 目的 


x 拿 来 抵 免 课堂 参与 的 评分 . 老师 有 时 候 会 把 学 生 的 上 课 参 与 度 ， 列 为 
期 末 芳 核 的 一 环 ， 若是 这 种 情形 ， 你 就 必须 事先 准备 一 大 堆 合 适 的 问题 ， 适 时 
提出 来 ， 这 样 才能 赢得 你 的 参与 分 数 ， 和 否则， 教授 可 能 注意 到 你 一 直 没 有 主动 
发 间 ， 于 是 指名 叫 你 答 问 题 ， 结 果 你 却 答 错 或 答 不 上 来 ， 岂 不 当场 丢人 现 眼 ? 


把 进度 搁 下 ， 花 些 时 间 替 你 解释 一 些 疑点 .不 过 这 种 机 会 不 大 ， 全 赖 班级 的 大 
小 跟 老 师 的 脾气 ， 所 以 这 可 能 是 个 好 的 策略 ， 也 可 能 是 个 坏 的 策略 . 

* 要 让 坐 在 你 劳 边 的 人 对 你 产生 好 印象 ， 修 微 积分 能 让 你 认识 一 班 新 同 
学 ， 里 面 当 然 不 之 你 很 想 结交 的 寞 性 ， 在 课堂 上 大 概 没有 什么 比 展现 熟 练 的 整 
合 技巧 ， 更 能 吸引 寞 性 的 好 感 啦 ! 


记 住 ， 所 谓 来 得 早 不 如 来 得 巧 ， 时 间 上 的 安排 经 常 是 极 重要 的 关键 . 如 果 
你 要 借用 4. 2 市 所 举 的 例子 ， 一 定 得 选择 一 个 非常 合适 的 时 刻 去 问 ， 才 会 有 
效 宁 . 


4.2 问题 举例 


这 儿 先 举 两 个 可 能 是 合适 的 问题 模式 ， 以 后 在 这 本 书 每 章 阐述 主旨 的 段落 
里 ， 这 样 的 模式 还 会 陆续 出 现 . 


1. “calculus” 这 个 英文 字 是 啥 意思 呀 ? 

首 误 的 答案 : 当 你 不 刷牙 的 时 候 ， 牙 齿 上 堆积 起 来 的 一 层 坚 硬 沉 注 物 @. 

正确 的 答案 : 一 种 由 牛顿 和 莱 布 尼 茨 发 明 的 数学 计算 系统 ， 最 早 是 用 在 求 
斜率 与 面积 上 . 


中 ”也 就 是 牙 垢 石 .“ 牙 拍 石 ”的 英文 为 calculus， 跟 “ 微 积 分 ”共用 同一 个 词 . 
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2. 老师 ! 您 这 双 鞋 子 超 酷 ， 是 哪儿 买 的 ? 
要 拍 教授 的 马 屁 得 趁早 ， 内 容 无 关 紧 要 ， 拔 得 头筹 才 是 首 务 ， 晚 了 就 变 成 
东 施 效 玫 . 


4.3 不 该 问 的 问题 


1. 微 积分 有 用 吗 ? 

”你 拿 这 个 问题 去 问 教授 ， 就 有 如 你 去 问 一 位 在 大 象 屁股 后 面 的 动物 园 清洁 
工 说 :“ 你 干 嘛 要 穿 这 么 难看 的 橡胶 靴子 ?” 对 他 们 而 言 ， 答 案 非 常 明显 ， 所 以 
问题 本 身 根本 没有 意义 ， 诸 如 电学 、 光 学 、 声 学 、 物 质 、 人 口 增长 、 经 济 学 、 
流行 病 学 、 统 计 学 以 及 集邮 (这 只 是 举 出 少数 几 个 例子 而 已 ) 的 基本 理论 ， 全 
依赖 微 积 分 ， 如 果 没 有 微 积分 ， 经 济 学 者 便 不 能 做 非常 准确 的 预测 ， 气 象 预报 
也 不 能 变 成 我 们 期 望 见 到 的 完美 无 缺 的 科学 ， 此 外 ， 电 视 可 能 会 随时 发 生 爆 
炸 ， 飞 机 会 从 天 空中 掉 下 来 ， 而 香港 脚 ， 则 会 是 永远 无 法 治 好 的 疾病 . 


2. 有 人 刚 问 过 的 问题 . 

右 你 问 的 问题 刚好 是 别人 几 分 钟 前 才 讨 论 过 的 ， 那 么 可 不 会 让 任何 人 对 你 
有 好 印象 ， 而 只 会 暴露 出 你 刚才 一 直 在 跟 朋 友 聊 前 一 晚 的 狂欢 聚会 ， 或 是 你 上 
课 述 到 了 . 


3, 这 个 会 考 吗 ? 

有 些 学 生 整 个 学 期 都 在 反复 问 教授 这 个 问题 ， 这 样 做 很 危险 ， 因 为 在 考试 
还 未 到 来 之 前 ,教授 很 可 能 不 记得 哪里 该 考 、 哪 里 不 该 考 ， 你 挑 他 答 不 上 的 问 
题 |p]， 岂 不 是 跟 他 过 不 去 ? 而 且 经 过 你 这 么 一 问 ， 教 授 会 误 认为 你 根本 不 关心 
课程 内 容 ， 你 只 关心 成 绩 . 这 对 教授 来 说 ， 无 疑 是 情感 上 的 伤害 ， 人 要 是 觉得 
被 伤 了 感情 ， 自 然 会 产生 报复 的 倾向 ， 所 以 不 管 你 是 否 真 的 只 是 关心 你 的 成 
绩 ， 都 不 必 把 真相 告诉 教授 . 


4.fig newton 这 种 小 西点 的 命名 是 不 是 为 了 纪念 牛顿 ? 


20 抽 积 分 二 合龙 主力 
一 ~ 


牛顿 是 历史 上 最 伟大 的 思想 家 之 一 ,他 与 高 斯 (Karl Friedrich Causs, 1777~ 
1855) 两 个 人 ， 是 能 够 同时 名 列 数学 家 和 物理 学 家 前 三 名 的 仅 有 的 两 位 ， 但 是 
在 制作 小 点 心 上 ， 他 的 聪明 才智 实在 不 怎么 特别 ;他 尝试 过 的 小 点 心 制作 法 彻 
底 失败 ， 有 人 其 至 把 黑 死 病 的 流行 ， 归 罪 到 他 的 胡桃 小 夹心 饼 上 ， 这 个 说 法 很 
可 能 是 冤枉 了 他 . 

(事实 上 ，fig newton 之 所 以 如 此 命名 ， 原 因 是 它 最 早出 现在 美国 马萨诸塞 
州 的 Newton， 而 该 城镇 的 命名 ， 的 确 是 为 了 纪念 牛顿 ， 所 以 间接 来 说 ， 这 个 
问题 的 答案 是 肯定 的 . ) 


第 5 章 ”准备 好 了 吗 P 预备 知识 | 


第 DD 章 


淮 备 好 了 吧 ? 
预备 知识 


在 你 准备 上 微 积 分 的 第 一 节 课 之 前 ， 我 们 最 好 花 上 几 分 钟 ， 复 习 一 下 你 在 
高 中 数学 学 过 的 东西 . 


5.1 你 学 过 些 什 么 


* 你 在 初中 三 年 里 ， 念 的 实际 上 只 是 一 些 复杂 的 算术 ， 包 括 表面 上 看 起 
来 非常 吓人 的 长 除法 问题 . 其 实 大 家 都 知道 ， 这 种 问题 只 要 有 个 计算 器 ， 解 决 
起 来 一 点 也 不 费事 . 

* 至 于 高 中 三 年 嘛 ， 你 总 该 上 过 代数 、 几 何 跟 三 角 学 吧 ? 

代数 一 一 讲 的 是 如 何 解决 一 些 诸如 水 流 问 题 (已 知 船 在 顺 流 与 逆流 时 的 速 
率 ， 求 船 速 与 水 速 ) 的 复杂 问题 . 对 这 些 问 题 ， 你 可 以 写 出 联 立 方程 式 ， 然 后 
求解 . 

几何 一 一 告诉 我 们 如 何 证 明 ， 两 条 离 得 很 远 的 直线 (要 非常 钢 强 ， 才 能 夯 
在 同一 张 纸 上 ) 实际 上 相互 平行 .当时 你 实在 搞 不 懂 ， 居 然 有 人 会 对 这 么 无 聊 
的 问题 产生 兴趣 ， 不 过 话 又 说 回来 ， 上 生物 课 的 时 候 ， 大 伙 不 是 也 把 好 生生 的 
青蛙 开膛 破 肚 吗 ? 

三 角 学 一 一 我 若 不 提起 ， 你 根本 记 不 得 上 过 这 玩意 儿 ， 不 是 吗 ? 之 所 以 值 


得 单独 提出 来 ， 是 因为 “三 角 学 ”是 数学 用 词 里 面 ， 在 你 尚未 接触 到 “ 微 积 
分 ”之 前 ， 最 有 资格 用 来 吓 呈 人 的 . 


5.2 在 上 微 积 分 的 第 一 天 ， 你 应 该 知道 什么 


代数 


1. 能 够 把 像 z? 一 6z 十 8 这 样 的 式 子 ， 因 式 分 解 成 (x 一 2) (zx 一 4). 
“ 能 够 利用 求 二 次 方程 式 根 的 公式 ， 找 出 满足 z2 一 7z 十 9 二 0 的 解 . 
3. 知道 妈 一 光一 (z 一 y)(z 十 y)， 而 妇 十 妈 没 法 因 式 分 解 . 

4. 知道 / 芯 十 4 并 不 等 于 z 十 4 或 是 z 十 2. 

5. 知道 (9x)12==3Vzx. 


2 
6， 知道 区 条 一 z2+8-。 一 z7 


Lr 


7. 能 够 找 出 满足 式 子 三-4<7 的 所 有 z 值 来 


对 以 上 所 举 的 任何 一 个 例子 ， 如 果 你 搞 不 清楚 该 如 何 解答 ， 那 表示 你 的 基 
本 知识 还 得 加 强 ， 才 有 可 能 学 通 微 积 分 . 


函数 表示 法 


在 人 短 积 分 里 面 ， 遇 数 都 是 以 f(x) 这 样 的 符号 表示 的 ， 璧 如 ， 
f(x)=2x:—7?7zx 二 5, 

其 中 的 (xz) 表示 x 是 个 会 变化 的 量 . 我 们 把 z 称 为 “变量 ”或 “变数 ”， 
它 担当 的 角色 ， 有 点 像 贩卖 机 上 的 投 币 口 ， 你 丢 个 10 元 硬币 ， 就 掉 下 一 包 
面 纸 , 如 来 丢 进 去 的 是 30 元 ， 掉 下 来 的 就 是 一 缸 获 啡 ， 函 数 f 的 情况 也 很 类 
似 ， 只 是 不 会 掉 出 面 纸 跟 咖啡 ， 你 拿 个 2 代入 xz， 就 会 得 到 f(2)==(2)? 一 
1(2) 十 5 二 一 5; 如 果 代 入 zz 的 是 3, 那么 你 得 到 的 就 是 f(3)=(3)? 一 
7(3) 十 5 一 一 ?7. 
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绝对 值 函数 


根据 我 们 当年 的 经 验 ， 这 类 函数 最 容易 让 人 产生 误解 ， 其实 它 完全 不 像 一 
般 人 心目 中 的 印象 那样 ， 让 我 们 举 个 最 简单 的 例子 : 

f(x)= | zx|. 

你 瞧 它 ， 一 副 多 么 无 率 的 样子 ， 只 不 过 是 一 个 +， 然后 在 左右 各 加 上 一 条 
短线 罢了 ， 不 过 ， 最 重要 的 一 件 事 ， 是 应 该 把 绝对 值 函数 的 真正 定义 搞 清 楚 . 
许多 人 只 是 靠 直觉 ， 自 言 自 语 说 : “那个 嘛 ， 不 就 是 把 = 变 成 正 值 的 意思 吗 ?” 
这 个 说 法 基本 上 并 没有 错 ， 只 是 不 够 明确 ， 照 这 个 说 法 去 解 题 时 ， 一 不 小 心 就 
会 捅 出 娄 子 . 

正式 的 定义 是 : 
yx, 若 TB 

和 下 sr 工本 若 坟 坟 、 
所 以 ，f(3)= 13 | =3, 而 f( 一 2)= | 一 2 | =2. 这 应 该 没有 问题 . 

好 了 ， 现 在 咱们 要 看 稍微 复杂 一 点 的 函数 了 ， 璧 如 f(z) = | x 一 2 |. 有 
人 一 看 到 多 了 点 变化 ， 脑 筋 就 转 不 过 来 啦 ! 其 实 大 可 不 必 为 此 手足 无 措 . 我 们 
不 是 把 绝对 值 函 数 的 正式 定义 写 出 来 了 吗 ? 在 这 儿 ， 咱 们 只 要 把 上 面 的 定义 写 
一 遍 ， 并 且 把 其 中 的 x 用 x 一 2 取代 : 

| -全 车 六 一 2 过 0， 

0. 

我 们 可 以 把 它 稍微 简化 ， 重 写 一 遍 : 

Ve -人 J 

{ry 2 

不 错 吧 ! 假如 我 们 还 需要 把 这 个 函 
数 画 出 来 ， 又 该 怎么 办 呢 ? 一 点 也 不 难 ， 
咱们 只 需 在 图 上 x 之 2 的 部 分 ， 画 出 y= 
xz 一 2， 在 zx<2 的 部 分 ， 画 出 >= 一 (z 一 
2)， 哇 ! 就 得 到 图 5.1 啦 ! Ga he be 

如 果 你 想 标新立异 ， 以 便 引 起 某 某 “和 0900 
人 的 注意 ， 你 也 可 以 把 绝对 值 函数 另行 定 i 


义 成 | x | =vVz2.， 这 跟前 面 说 的 定义 其 实 相 通 ， 因 为 不 管 x 是 正 或 负 ，x 总 
是 正 值 ， 而 当 我 们 反 过 来 求 一 个 正 数 的 平方 根 时 ， 通 常会 指 它 的 正平 方 根 . 不 
过 ， 这 个 定义 有 点 勉强 ， 可 能 会 造成 一 些 不 必要 的 困扰 ， 所 以 除非 你 对 平方 根 
情 有 独 钟 ， 最 好 还 是 避免 使 用 这 个 看 似 比 较 花 哨 的 定义 . 


几何 


几何 是 陪伴 你 度 过 青春 期 的 一 门 重要 数学 课 ， 它 教 你 做 了 不 少数 学 证 明 
(假设 你 没 花 太 多 时 间 在 异性 朋友 上 ). 咱们 将 在 本 书 第 7 章 ， 快 速 复习 一 遍 你 
应 该 知道 的 部 分 ， 至 于 那些 跟 微 积分 不 太 有 关系 的 相交 等 分 线 、SAS 定理 等 
等 ， 你 可 以 暂时 还 给 欧 几 里 得 . 如 果 在 复习 之 后 ， 你 因而 开窍 ， 领 悟 到 怎样 才 
能 叫做 证 明 ， 以 及 相似 三 角形 究竟 是 怎么 回 事 ， 那 就 更 好 . 

三 角 学 

5.2 里 面包 含 了 大 部 分 你 所 需要 的 东西 . 


CO 一 针 边 Pai : 四 


量 角 的 大 小 ， 可 以 用 弧度 或 是 度 当 做 单位 . 
当 一 个 角 大 到 整整 转 了 一 个 圆周 的 时 候 ， 我 们 说 
它 是 360 "或 2x 弧度. 即 360"==2x 弧度 .此 等 式 两 边 皆 除 以 360， 就 得 到 1°= 


180 弧 度 . 
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你 应 Was 亦 即 
0"、30"、45"、60" 、90?" 及 180?" 的 所 有 
三 角 国 数值， ee mid 
等 于 若干 弧度 . 


90 一 了 弧度 . 


180"= 二 x 弧度. 
360" 王 2x 弧度 . 
把 度 改 成 弧度 非常 简单 ， 你 只 要 把 


一 个 角 的 度数 乘 以 jz ， 得 到 的 数 就 是 
该 角 的 弧度 值 ， 反 之 ， 若 是 一 个 角 的 弧 
度 值 乘 以 -…， 得 到 的 就 是 该 角 的 度 


数 了 . 

有 两 个 特殊 的 三 角形 相当 管用 ， 就 
是 你 在 图 5.3 看 到 的 30" 一 60" 一 90" 三 角 
形 跟 | 一 些 特 别 
的 三 角 国 数值 如 sin30° 和 ， 可 以 一 眼 
就 从 这 两 个 三 a 

如 果 你 需要 求 大 于 90” 角 的 三 角 函 


数值 ， 警 如 120"， 不 要 慌张 ， 只 要 依 
照 图 5.4 里 的 做 法 ， 先 画 两 条 相互 垂直 


人 $3 
a es 


TE 


26 微 积分 二 合龙 衬 力 
p> ~ 


的 工 轴 眼 y 轴 ， 然 后 利用 120" 等 于 180" 少 掉 了 60° 的 事实 ,在 z+ 轴 负 边 的 上 方 


画 一 个 30" 一 60 一 90 三 角形 ， 并 且 让 它 的 60 角 沙 于 原点 上 ， 
由 于 这 个 三 角形 的 底 边沿 着 z 轴 的 负 边 ， 故 应 加 上 一 个 负 号 . 如 此 一 来 ， 


我 们 就 得 到 了 sin120" 一 癌 以 及 cos120" 一 一 汪 ， 


三 角 恒 等 式 非常 多 ， 不 过 在 你 这 学 微 积分 时 ， 所 需要 的 几乎 就 只 有 一 条 ， 


那 就 是 


这 条 恒等式 无 论 如 何 都 得 背 下 来 , 
纯粹 为 了 好 玩 ， 或 是 作为 你 往 后 的 参考 ， 我 们 顺便 把 一 些 其 他 的 三 角 恒 等 
式 列举 于 下 : 
sin (2a) 一 2sinacosa. 
cos( 2a) 一 cos2a 一 sin2a 一 1 一 2sin2a. 
sin(a 二 6b) = sinacosbt cosasinb. 


cos(a 二 6b)= cosacosb— sinasinb. 


ns2 7 一 上 十 cost2a) 
2 . 
sin2a 一 一 cost 。 

你 可 能 终究 还 是 会 遇 到 一 种 讨厌 的 “ 反 三 角 图 数 ”， 如 arcsin、arccos、 
arctan 等 等 . “ 反 ” 字 的 意思 其 实 很 单纯 : 如 果 y= sinz， 则 z= arcsiny。， 不 妨 
举 一 个 实际 的 例子 ， 由 于 坚 = sin60*， 我 们 就 可 以 得 到 ，arcsin 并 一 60" 一 于 对 
度 . 上 述 这 些 就 是 你 目前 需要 知道 的 有 关 反 三 角 羡 数 的 一 切 东西 . 

复合 函数 


贝多 分 创作 (compose) 交响 乐曲 而 留 名 青史 .在 这 一 节 ， 我 们 将 告诉 你 
如 何 去 合 成 (compose) 罚 数 . 不 过 ,， 写 历史 的 人 大 概 连 瞧 都 不 会 瞧 你 一 眼 ， 
了 不 起 冷笑 一 两 声 而 已 . 

合成 两 个 函数 的 意思 是 ， 先 运用 一 个 函数 求 一 个 变数 =， 然 后 再 将 另 一 函 
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数 运用 到 结果 上 .譬如 我 们 有 两 个 男 数 : 
f(x)=Vz, 
g(x)=zx+7. 
我 们 可 以 先 做 f/， 再 做 g， 把 它们 合成 起 来 .写法 是 : 
g(f(x))=g(Yr)=Vz+7. 


结果 就 相当 于 把 消 数 g(x) 里 面 的 每 一 个 xz， 都 以 Yz 取 代 . 

或 者 我 们 也 可 以 倒 过 来 ， 先 做 g 再 做 f: 

flg(7x))= f(zxt+7)=vVzt+7. 
这 回 是 把 约 数 f(z) 里 面 的 每 一 个 +， 都 以 x 十 7 取代 . 

你 瞧 ， 得 到 的 两 个 图 数 并 不 一 样 ， 证 明 顺 序 在 这 儿 很 重要 . 记 住 ， 这 儿 所 
采用 的 顺序 ， 跟 西餐 礼仪 中 使 用 叉子 的 顺序 刚好 相反 : 在 餐桌 上 ， 你 会 发 现 面 
前 有 不 只 一 把 叉子 ， 这 时 应 该 先 拿 起 摆 在 最 外 侧 、 也 就 是 最 左边 (洋人 是 左手 
执 又 、 右 手 执 刀 ) 的 那 把 叉子 ， 去 吃 第 一 道 的 开胃 菜 或 沙拉 ， 用 第 二 把 叉子 吃 
第 二 道 ， 一 直 吃 到 最 后 的 甜点 ， 如 果 你 打出 娘 胎 就 从 来 没 去 过 豪华 西餐 厅 、 也 
疫 学 过 这 套 陈 腔 滥 调 ， 我 们 的 建议 是 ,现在 赶紧 发 愤 图 强 ， 把 微 积 分 学 个 精 
通 ， 将 来 赚 大 钱 ， 然 后 专 挑 最 昂贵 的 西餐 厅 去 吃饭 ， 而 且 随 你 高 兴 抓 起 叉子 
就 吃 ! 

如 果 你 仍 觉 得 有 疑惑 ， 这 儿 有 个 妙招 供 你 参考 且 让 我 们 另 取 两 个 函数 : 

f(z)= cosz, 
g(xX)=z 十 工 ， 
然后 计算 胃 数 g( f(x))， 这 时 该 怎么 办 ? 
我 们 可 以 先 取 函 数 g， 把 等 号 右边 所 有 的 + 都 加 上 括号 : 
g(z)= (x) 二 (x), 
于 是 ， 你 就 看 到 了 等 号 左右 两 边 都 有 一 一 样 的 〈z) ， 这 告诉 我 们 ， 不 论 括号 里 装 
的 是 啥 ， 只 要 都 是 同样 的 “如 是 这 般 ”， 这 个 等 式 永远 成 立 . 换言之 ， 我 们 可 
以 把 上 式 写 成 
8g( 如 是 这 般 )= 二 (如 是 这 般 )? 十 (如 是 这 般 ). 
在 我 们 的 问题 中 ， 式 子 就 写成 : 
a8(f(7))= (f(r)) +( f(z)). 


由 前 面 ， 你 知道 f(x)= cosr， 把 它 代 进去 之 后 ， 你 就 有 答案 啦 : 

g((Cz)) 一 g(cosz) 王 (cosz)2 十 (cosz)， 

历 害 吧 ! 你 过 去 6 年 所 学 的 中 学 数学 ， 经 过 我 们 的 一 番 次 缩 ， 用 8 面 的 篇 
幅 就 讲 完 啦 . 我 们 的 确 故 意 遗 油 了 许多 重要 的 内 容 ， 原 因 只 是 它们 刚好 跟 微 积 
分 不 大 有 关系 ， 不 过 ， 它 们 虽然 跟 微 积分 扯 不 上 边 ， 并 不 表示 疫 啥 实用 价值 . 
车 如 说 ， 证 明 两 三 角形 全 等 的 SAS 定理 ， 另 外 还 有 ， 计 算 原 价 打 了 七 折 之 后 
的 价钱 等 等 ， 日 常生 活 里 都 少不了 它 ， 所 以 不 要 丧气 ， 凡 为 你 全 都 白 学 了 . 

还 有 ， 在 你 青少年 的 时 候 ， 你 不 但 得 迎战 青春 总 ， 应 付 荷尔蒙 的 冲击 ， 还 
得 天 天 面 对 一 个 最 重要 的 问题 ; 今天 有 设 有 人 愿意 跟 你 一 起 吃饭 ? 在 那么 多 干 
扰 下 ,老师 后 然 能 把 一 些 知识 塞 进 你 的 脑袋 ， 可 真 不 容易 . 


5.3 电脑 与 计算 机 : 咱们 的 2 一 bit? 朋友 


在 这 年 头 的 微 积分 课程 里 ， 老 师 可 能 会 另外 教 你 如 何 使 用 电脑 〈 运 行 电脑 
代数 系统 )、 绘 图 计算 机 、 可 写 程序 的 计算 机 ,或 者 普通 的 老式 计算 机 .果真 
如 此 ， 你 可 就 路 进 了 数位 微 积分 的 世界 了， 这 些 工具 不 但 能 迅速 而 正确 的 帮 你 
做 各 种 计算 ， 还 能 扩展 你 的 既 有 知识 ， 它 们 让 你 在 学 习 的 时 候 ， 能 够 一 次 同时 
实验 、 处 理 许多 不 同 的 范例 ， 从 而 对 课程 主题 了 解 得 更 透彻 ， 不 可 讳言 的 ， 这 
择 工 其 也 偶尔 带 来 了 一 些 困 扰 ， 警 如 你 有 时 会 找 不 着 电源 开关 或 是 Alt - 3 键 . 
现在 就 让 我 们 逐个 谈 谈 各 种 不 同 的 可 能 工具 吧 . 

旨 先 谈 谈 电脑 代数 系统 .应 用 在 微 积分 上 的 电脑 代数 系统 不 只 一 种 ， 各 有 
目 己 的 名 字 ， 诸 如 Mathematica、Mathcad、Maple ， 以 及 DERIVE， 所谓 的 申 
脑 代数 系统 ， 就 是 一 种 利用 许多 公式 跟 方 程式 来 变 戏法 的 套装 软件 ， 里 面 的 程 


序 能 蔡 我 们 做 各 式 各 样 的 代数 问题 ， 比 方 说 ， 因 式 分 解 z2 一 5z 十 6， 或 是 化 简 


其 实 它 们 的 本 事 还 远 不 只 此 : 它们 能 够 做 许 许 多 多 微 积分 的 基本 运算 . 求 


QD _ bit 为 二 进 制 中 信息 的 基本 单位 . 
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一 些 简单 函数 (和 不 太 简单 的 函数 ) 的 导数 ， 以 及 去 判定 不 定 积分 跟 定 积分 等 
等 ， 而 这 些 ， 全 是 我 们 即将 在 这 本 书 里 讨论 的 种 种 运算 ， 或 构成 微 积分 的 基本 
要 素 . 
听 我 这 么 一 说 ， 你 可 能 按 撩 不 住 要 问 : “等 等 ! 如 果 这 些 机 器 能 够 解决 这 
么 多 微 积分 问题 ， 我 何必 要 学 微 积分 呢 ? 我 可 以 让 那些 机 器 去 干 活 儿 ， 我 自己 
只 要 坐 在 游泳 池 边 ， 喝 着 五 彩 缤纷 的 热带 饮料 就 好 了 . ” 

其 实 ， 电脑 压 根 儿 不 了 解 它 自己 在 干什么 ， 不 错 ， 你 把 问题 一 输入 电脑 ， 
答案 就 出 现在 你 眼前 ， 但 是 电脑 不 会 解释 结果 ， 更 不 会 利用 这 些 结果 去 赚 大 把 
银子 ， 这 部 分 只 有 你 才能 游刃有余 ， 瞧 ， 这 样子 的 安排 对 咱们 人 类 来 说 可 是 一 
桩 好 事 ， 要 不 然 ， 电 脑 便 会 取代 你 到 游泳 池 鬼 混 ， 而 你 吧 ， 则 必须 花 整 天 的 时 
间 去 学 习 如 何 擦拭 电脑 的 记忆 晶片 啦 . 

电脑 与 计算 机 在 绘图 方面 特别 在 行 ， 在 你 输入 一 个 函数 之 后 ， 电 脑 不 仅 马 
上 把 图 像 画 好 ， 还 能 以 所 有 不 同 的 角度 显示 出 来 ， 并 且 告 诉 你 什么 地 方 有 峰 ， 
什么 地 方 有 谷 . 如 果 你 手边 有 电脑 ， 而 且 自 己 又 对 电脑 绘图 技术 滚 瓜 烂 熟 的 
话 ， 你 就 会 摇身一变 成 为 绘图 大 师 ， 什 么 GNP、GAP、MTV， 全 难 不 倒 你 @ 

而 在 使 用 电脑 与 计算 机 时 ， 最 糟 的 事情 莫 过 于 去 理解 那些 小 配件 ， 一 旦 你 
抓 到 诀窍 ， 熟 悉 该 按 下 哪个 键 ， 你 就 如 虎 应 村 了 ， 但 是 在 熟悉 之 前 ， 你 可 能 得 
经 历 一 段 最 让 人 不 安 的 摸索 期 ， 太 多 的 学 生 常 为 了 要 寻找 一 个 指令 ， 折 腾 一 个 
小 时 ， 然 后 才 发 现 自己 拿 错 了 使 用 手册 . 所以， 关键 在 于 善 加 利用 机 器 的 
力量 . 

那么 ， 要 怎么 善 加 利用 呢 ? 最 好 的 方法 是 请 人 实际 做 给 你 看 ， 抓 住 同 学 、 
任课 老师 或 是 电脑 公司 的 咨询 人 员 , ` 请 他 先 做 示范 ， 然 后 看 你 实地 操作 好 几 个 
范例 .务必 要 求 他 把 示范 做 得 彻头彻尾 ， 从 开机 到 结束 ， 由 于 与 计算 有 关 ， 所 
以 即使 整个 过 程 你 只 有 1% 不 知道 ( 璧 如 不 知道 你 的 账号 放 在 哪个 目录 之 下 ， 
或 该 怎么 点 出 程序 )， 电 脑 便 会 拒绝 跟 你 合作 ， 因 此 ， 先 找 个 人 看 着 你 做 . 

在 你 执行 运算 的 过 程 中 ， 电 脑 不 时 会 给 你 一 些 考验 ， 它 会 把 你 的 文件 弄 
丢 ， 或 者 变 得 不 听 使 唤 ， 根 本 不 理会 你 的 指令 ,再 不 然 就 是 测试 你 有 没有 发 


中 ”这 三 个 英文 缩 略语 分 别 为 : 国民 生产 总 值 (Gross National Product)、 在 校 平 均 成 绩 
(Grade Point Average) 、 音 乐 电 视 台 或 音乐 录音 带 (Music Television). 


疯 . 一 般 人 的 反应 多 半 是 :“ 唉 呀 ! 我 准 是 按 错 了 什么 ， 这 下 惨 啦 ， 这 门 课 看 
样子 是 垮 定 了 ， 老 天 帮 帮 忙 吧 1” 这 时 ,正确 的 有 反应 应 该 是 :“ 我 敢 说 坐 在 那 边 
的 超 酷 上 网 族 ， 会 原意 过 来 帮 我 瞧 瞧 我 的 电脑 究竟 出 了 什么 毛病 . ”不 妨 把 这 
些 突 发 状况 当做 锻炼 社交 技能 的 实验 机 会 ， 而 把 电脑 室 当 做 你 个 人 的 人 际 关系 
培养 加. 


在 微 积 分 里 ， 还 有 其 他 许多 地 方 用 得 到 电脑 或 计算 机 ， 辟 如， 它们 对 于 一 
般 的 极限 ， 特 别 是 发 生 在 导数 中 的 极限 过 程 ， 能 够 提供 相当 好 的 直觉 ， 在 讨论 
数值 积分 的 第 22. 5 行 ， 就 涉及 大 量 数值 的 相 加 .， 此外， 在 书 里 的 其 他 相关 部 
分 ， 我 们 也 附 了 一 些 简短 的 程序 ， 可 以 拿 来 使 用 在 可 写 程序 的 计算 机 或 电脑 
上 ,做 些 运算 . 

总 之 ， 计 算 机 或 电脑 可 以 成 为 学 习 微 积分 时 的 有 效 辅助 工具 ， 它 们 为 今天 
的 一 般 学 习 者 ， 提 供 了 前 所 未 有 的 理解 机 会 . 利用 各 种 工具 来 探索 微 积 分 的 多 
彩 多 姿 ， 你 就 更 能 深刻 了 解 它 . 
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你 是 否 曾经 在 考 完 试 后 ， 发 现 答 错 了 不 该 答 错 的 地 方 ， 于 是 气 得 直 跳 脚 ， 
自 怨 自 艾 地 说 :“ 考 卷 上 的 问题 我 全 都 会 做 啊 !” 但 是 不 知 怎么 的 ， 在 面 对 考 题 
的 时 候 ， 明 明 该 取 平方 ， 却 取 了 平方 根 ， 该 用 “弧度 "， 却 用 了 “ 度 ” 这 种 倒 
霉 事 儿 要 怎么 预防 ， 才 不 至 于 历史 重演 呢 ? 

大 部 分 的 学 生 都 不 了 解 ， 其 实学 数学 跟 学 语言 非常 相像 .譬如 你 初学 法 语 
时 ， 学 会 了 一 句 关键 用 语 . 像 是 “OU est la toilette?” (请 问 厕所 在 哪儿 呀 ?)， 
顿时 觉得 信心 十 足 ， 于 是 你 买 张 机 票 飞 到 法 国 去 旅行 ， 满 以 为 可 以 如 鱼 得 水 ， 
畅游 一 番 ， 实际 上 却 是 ， 你 呆 在 巴黎 的 两 星期 里 ， 别 人 都 在 忙 着 吃 美味 的 点 
心 ， 看 着 古老 的 名 画 出 神 ， 而 你 只 能 问 当 地 大 最 近 的 公厕 在 哪里 ， 所 谓 不 经 一 
事 、 不 长 一 智 ， 这 时 你 才 真正 体会 到 ， 学 语言 贵 在 多 学 习 多 练习 ， 

学 数学 跟 这 没 两 样 ， 仅 仅 知道 一 点 皮毛 根本 派 不 上 什么 用 场 ， 你 必须 深 瓜 
烂熟 ， 深 说 其 中 的 道理 ,这样 才能 一 见 到 考题 ， 就 马上 知道 下 一 步 该 怎么 走 ， 
一 切 似乎 变 成 了 你 与 生 俱 来 的 一 部 分 . 

当然 ， 在 练习 做 到 滚 瓜 烂熟 之 前 ， 你 会 希望 先 掌握 重点 ， 避 免 走 冤枉 路 . 
什么 是 重点 呢 ? 当然 ， 就 是 考卷 上 会 出 现 的 东西 . 


6.1 会 考 些 什么 


想 打听 会 考 些 什么 ， 最 直接 的 消息 来 源 当 然 是 任课 老师 啦 ， 但 不 同 的 老师 
有 不 同 的 做 法 .有 的 老师 可 能 会 列 出 一 张 课程 大 纲 ， 里 面 会 指出 考试 范围 ， 也 
有 老师 会 在 课堂 上 宣布 考试 重点 . 

不 管 他们 的 喜好 如 何 ， 绝 大 多 数 的 老师 都 是 在 考 前 那个 星期 ， 才 会 出 考 
题 ， 在 此 之 前 ， 可 能 连 他 们 自己 都 不 知道 会 考 什么 题目 ， (当然 ; 凡事 都 会 例 
外 ， 特 别 是 有 些 老 师 不 喜欢 每 遇 考 试 就 得 绞 尽 脑 斗 出 题 ， 所 以 他 们 会 用 一 个 一 
劳 永 逸 之 计 : 准备 两 套 考题 ,轮番 使 用 . ) 

事实 上 ， 教 书 先生 都 讨厌 考 学 生 ， 因 为 准备 考题 是 费力 不 讨好 的 事 ， 批 阅 
考卷 更 是 可 怕 的 梦 麻 ， 如 果 他 们 能 找到 其 他 方法 督促 学 生 用 功 念书 的 话 ， 你 就 
再 也 不 用 担心 考试 了 . 


天 党 里 的 微 积分 
两 位 老 教授 坐 在 教员 休息 室 里 喝 茶 聊天 ， 谈 到 他 们 是 多 么 喜爱 教书 ， 又 多 
么 厌恶 出 考题 . 


其 中 一 位 说 :“ 我 敢 打赌 ， 在 天 堂 里 一 定 没有 考试 ! 因为 所 有 来 上 课 的 学 
生 都 做 好 了 预习 ， 当 老师 的 也 就 永远 不 需 出 题 考 试 和 评分 . ” 

另 一 位 听 了 直 点 头 说 :“ 要 真是 那样 就 再 理想 不 过 啦 { 这 样 吧 ， 咱 们 哥 俩 
现在 订 个 约 ， 谁 先 帮 关子 ， 谁 就 要 记得 回来 告诉 另外 那 位 ， 在 天 堂 教 微 积分 是 
怎样 的 情形 . ” 

第 一 位 老 先生 不 假 思 索 就 一 口 同 意 :“ 咱 们 就 这 么 办 !” 

一 星期 之 后 ， 第 一 位 老 教授 不 小 心 踩 在 别人 丢弃 的 保险 套 上 ， 滑 了 一 大 
跤 ， 就 离开 了 这 个 世界 .当天 夜里 ， 他 果然 依 约 来 到 第 二 位 老 先 生 的 梦 里 ， 第 
二 位 老 先 生 非 常 兴奋 地 问 道 :“ 快 告诉 我 ， 那 边 的 情形 究竟 如 何 呀 ?” 

第 一 位 老 先生 慢 条 斯 理 地 回答 道 : “我 有 好 消息 也 有 坏 消 息 ， 好 消息 是 ， 
天 堂 里 也 有 微 积分 可 教 ， 而 且 我 必须 告诉 你 ， 那 儿 的 学 生 真 是 好 极 了 ， 既 热衷 
,于 课堂 ， 又 用 心 听讲 ， 老 师 们 的 美梦 真 的 成 真 了 ， 有 如 此 的 好 学 生 ， 当 然 用 不 
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着 考试 ! 叫 它 天 堂 ， 可 不 是 乱 叫 的 .” : 
”第 三 位 老 先生 听 了 非常 兴奋 ， 兴 冲冲 地 说 :“ 哇 ! 果然 是 一 等 一 的 好 硝 县 . 
那么 你 说 的 坏 消 息 义 是 什么 呢 ?” 

第 一 位 先生 答 了 答 肩 ， 答 道 :“ 你 的 课 将 排 在 星期 一 .” 


随 着 考试 日 近 ， 任 课 老 师 很 可 能 才 发 现 ， 有 些 应 该 要 考 的 重点 还 没 在 课堂 
上 讨论 过 . 所 以 ， 知 是 老师 在 芳 前 加 开 复 习 课 ， 不 管 你 是 喝 浓 咖 啡 也 好 ， 拿 铁 
锥 刺 大 腿 也 夺 ， 定 去 想 办 法 集中 注意 力 ， 率 精 会 神 ， 一 个 字 也 不 能 羊 掉 ! 


6.2 ”如何 备考 


1. 把 老师 指定 的 习题 看 过 一 遍 . 如 果 没 有 时 间 全 部 再 做 一 次 ,你 可 以 把 
所 有 的 习题 列 出 来 ， 然 后 从 每 一 节 任 选 一 题 来 做 ， 如 果 你 被 打败 了 ， 那 就 表示 
你 得 复习 那 一 市 的 内 容 ， 你 阁 是 肯 佬 功夫 把 所 有 的 习题 全 都 这 么 复习 过 ， 这 次 
考试 便 成 了 你 的 囊 中 物 啦 ， 经 验 告诉 我 们 ， 只 要 你 熟悉 老师 指定 的 习题 ， 就 会 
考 得 高 分 . 


2. 去 发 据 过 去 的 考题 ， 然 后 全 做 一 遍 ， 这 对 性 格 比 较 积 极 进取 的 学 生来 
说， 是 稳 拿 高 分 的 一 项 保险 措施 ， 因 为 对 老师 来 说 ， 用 过 去 的 旧 题 目 来 炒 冷 
饭 ， 远 比 设计 全 新 题目 容易 得 多 。 你 若 当 了 教授 ， 就 会 了 解 出 考题 的 确 不 简 
单 ， 题 目 不 宜 太 过 容易 ， 也 不 能 难 到 变 成 无 解 (尽管 后 面 这 项 限制 ， 有 时 也 不 
免 遭 到 忽略 )， 题目 里 用 到 的 数值 ， 都 得 精心 设计 过 ， 所以， 老师 宁可 把 过 去 
现年 用 过 的 旧 考 题 翻 出 来 ， 略 加 修改 . (至 于 年 代 更 久远 的 老 考 题 ， 天 知道 给 
积压 在 哪 一 堆 稿 纸 中 !) 


3. 请 专家 指导 . 当 你 发 现 有 个 问题 不 知道 该 如 何 解 ， 也 看 不 懂 教 科 书 里 
弯 来 绕 去 的 解释 ， 这 时 该 怎么 办 呢 ? 告诉 你 ， 这 种 情况 就 是 吃 这 行 饭 的 专家 派 
上 用 场 的 时 候 了 .你 最 先 想 到 的 ， 当 然 是 教 你 的 教授 或 助教 ， 但 是 不 巧 ， 此 刻 
他 们 多 半 : 


和 
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* 正在 睡觉 ， 因 为 现在 是 凌晨 3 后 钟 . 

* 已 经 被 247 位 学 生 包围 . 

* 不 知 生 到 哪儿 去 啦 ， 怎 么 也 找 不 着 . 

怎么 办 ? 急 得 去 撞墙 ? 干 万 别 做 这 种 于 事 无 补 的 傻 事 ， 你 还 有 男 一 个 宝贵 
的 资产 人 设 有 利用 呢 一 一 那 就 是 你 的 同班 同学 . 


4. 请 业余 高 手 来 协助 ， 一般 说 来 ， 当 学 生 搞 懂 了 一 个 题目 ， 警 如 分 部 积 
分 法 ， 这 时 让 他 们 最 高 兴 的 莫 过 于 能 现 买 现 卖 ， 解 说 给 那些 还 没 开 穷 的 同学 
听 ， 如 宁 你 能 找到 一 位 女 同 学 ， 刚 好 在 你 前 晚 熬夜 以 至 于 隔 天 精神 忧 移 的 那 党 
课 上 ， 听 懂 了 老师 的 讲解 ， 而 且 愿 意 为 你 讲解 ， 这 则 不 是 一 件 非常 值得 目 豪 与 
高 兴 的 事情 吗 ? 你 也 可 以 退 而 求 其 次 ， 找 去 年 修 过 课 的 学 生 帮忙 ， 只 不 过 他 所 
记得 的 东西 ， 正 确 性 得 打 个 折扣 .， 不管 怎么 说 ， 由 学 生 给 你 解说 还 有 一 个 优 
点 ， 就 是 他 们 不 太 可 能 使 用 一 些 如 “由 单位 区 间 的 完备 性 及 紧 致 性 可 知 ” 或 
“利用 皮 亚 诺 的 第 三 公理 ”的 词汇 来 解释 . 


5. 模拟 芳 试 . 一般人 在 读 着 习题 解答 或 细 看 一 个 做 出 的 解 时 ， 常 以 为 自 
己 都 懂 了 ， 其 实 有 些 东西 你 只 是 似 懂 非 懂 ， 你 只 是 在 不 知 不 觉 中 ,让 自己 以 为 
解 出 了 一 这 问题 ， 但 当 一 进 考场 ， 见 到 考题 的 时 候 ， 你 的 脑子 里 顿时 一 片 空 
日 . 这 时 该 怎么 办 呢 ? 你 可 以 假想 自己 在 考试 ， 测 试 对 一 个 考题 究竟 了 解 多 
少 ， 移 搜 集 一 些 考 试 范围 内 的 题目 ， 各 种 类 型 的 都 随便 选 上 一 个 ， 然 后 给 自己 
一 个 小 时 作答 ， 看 看 成 绩 如 何 . 如 果 你 在 这 种 模拟 状况 下 都 能 做 好 ， 那 么 考试 
就 没 问题 啦 ! 


6.3 不 为 考试 而 钻研 
1, 收 起 你 的 记号 笔 ， 不 要 再 用 笔 在 蔬 上 画 重点 ， 因 为 这 种 老 掉 牙 的 读书 


方法 ， 根 本 就 是 浪费 时 间 ， 不 会 有 效果 ， 充 其 量 只 能 用 来 催眠 勤 做 习题 才 是 
正 途 . 


”第 6 章 如 何 应 付 考试 


2. 别 过 多 地 追问 教授 会 考 什 么 题目 ， 除 非 他 完全 忘 了 这 回 事 . 教授 都 非 
常 讨 厌 这 类 问题 ， 而 且 几 乎 永远 不 会 给 你 任何 有 用 的 答复 ， 其 实 不 问 也 知道 ， 
题目 一 定 跟 去 年 或 前 年 考 过 的 大 同 小 异 ， 与 其 浪费 时 间 去 纠缠 教授 ， 远 不 如 回 
宿舍 做 习题 管用 . 


6.4 ”应考 须知 


1. 准时 到 达 教 室 ， 任 何 迟 到 的 借口 都 很 难 获得 老师 的 谅解 . 

一 个 跟 轮胎 有 关 的 借口 : 两 位 同学 在 考试 前 夜 喝 得 大 醉 ， 打 算 一 觉 到 天 
亮 ， 但 隔 天 却 睡 过 头 了 ， 他 们 知道 麻烦 大 了 ， 于 是 商量 好 对 教授 说 ， 他 们 在 来 
学 校 的 路 上 ， 车 子 爆 胎 .教授 听 了 ， 对 他 们 说 :“ 没 关系， 你们 今天 下 午 5 点 
到 我 办 公 室 来 ， 我 给 你 们 补考 . ”他 们 心里 暗自 高 兴 ， 马 上 从 刚 考 过 的 同学 那 
儿 ， 打听 到 所 考 的 试题 也 搞 清楚 了 正确 的 解答 方法 .当天 下 午 ， 他 们 去 办 公 室 
报到 ， 教 授 却 告诉 他 们 : “把 书 留 在 我 的 办 公 室 ， 然 后 我 要 你 们 在 两 个 房间 里 
考试 . ”两 人 起 先 还 志 志 不 安 ， 等 拿 起 考题 一 看 可 真是 喜出望外 ， 考 卷 上 一 个 
字 也 没有 改 ， 不 过 ， 另 有 一 页 纸 用 回形针 夹 在 最 后 ， 上 面 写 着 : “下 面 这 题 占 
50 分 : 请 问 今天 早上 是 哪 一 个 车 轮 爆 胎 ?” 


2. 看 清楚 每 个 问题 。 在 你 开始 作答 之 前 ， 一 定 要 确 知 问题 在 问 什么 .我 
们 当 老 师 的 就 经 常 遇 到 ,许多 聪明 的 学 生 写 下 了 些 漂 亮 的 答案 , 可 是 答 非 所 
. 间 ， 因 为 他 们 一 时 大 意 ， 误 会 了 题 意 . 


3. 先 做 容易 的 题目 ， 有 太 多 学 生 最 常 犯 的 错误 ， 就 是 按照 考题 的 次 序 解 
题 ， 这么 一 来 ,一 碰 上 难题 ， 就 经 常 得 花 上 太 多 宝贵 的 时 间 . 偏偏 有 些 教授 还 
特别 喜欢 来 个 下 马 威 ， 把 难题 放 在 前 面 ， 把 学 生 考 得 惨 分 分 的 . 


4. 尽量 争取 多 得 一 些 分 数 . 干 万 、 千 万 、 和 干 万 ( 没 错 ， 就 是 三 干 万 ) 不 
要 让 题目 空 着 .要 知道 ,教授 都 希望 多 给 几 分 ， 因 为 著 柄 给 个 几 分 ， 是 一 种 强 
担 狂 的 人 类 本 能 . 就 怕 你 一 个 字 也 不 写 ， 那 他 们 就 爱 莫 能 助 了 ， 当 然 ， 你 若是 


要 写 些 东西 ， 也 不 能 太 过 天 南 地 北 ， 最 好 还 是 要 跟 问 题 有 关 才 行 。 如 琳 纯 文字 
题 ， 可 以 画图 ， 表 示 你 了 解 问题 问 的 是 啥 一 一 就 加 上 该 有 的 坐标 轴 ， 标 上 x、 
y、z， 另 外 再 画 上 几 个 点 ， 总 而 言 之 ,不管 你 怎么 写 ， 就 是 不 要 一 个 字 不 舍 . 


5. 不 要 急 着 把 写 错 的 答案 涂 掉 ， 尤 其 是 在 最 后 五 分 钟 ， 千 万 不 要 一 时 性 
急 而 把 整 页 棕 棒 ， 如 果 你 真 的 无 法 控制 住 情绪 ， 就 在 你 认为 答 错 的 部 分 ， 画 上 
一 条 斜 线 好 了 .如 此 一 来 ， 万 一 你 并 未 答 错 ， 心 肠 软 的 教授 都 会 假装 没 看 见 那 
条 斜 线 ， 了 不 起 扣 你 几 分 而 已 


6. 不 要 提前 交卷 ; 检查 你 的 答案 ， 绝 不 、 绝 不 、 绝 不 〈 不 错 ， 就 是 三 个 
绝 不 ) 在 铃声 响起 之 前 ， 交 卷 离 开 . 作答 完毕 后 ， 应 该 利用 多 余 的 时 间 从 头 到 
尾 仔细 检查 一 遍 .可 另外 在 草稿 纸 上 重 做 一 忆 ， 要 是 答案 不 同 归 赶 骑 找 出 哪 一 
个 对 ， 而 且 愈 快 愈 好 .还 有 一 点 值得 特别 注意 ， 那 就 是 应 该 想 想 答案 是 否 合 
理 ， 譬如 说 ,问题 问 的 是 在 1993 那 一 年 ， 某 某 市 一 共 阅 割 了 几 只 狗 ? 而 你 的 
答案 为 一 4596 (注意 是 负 号 )， 那 么 一 定 是 错 的 . : 

这 条 “不 要 提前 交卷 ”规则 的 惟一 通融 就 是 ， 如 果 你 的 教授 受过 20 世纪 
60 年 代 嬉 皮 思想 的 影响 ， 主 张 考试 不 该 限时 。 那么 ,在 考 了 一 整 天 之 后 ， 太 
阳 开 始 落 山 ， 其 他 同学 皆 已 离 去 ， 教室 里 只 剩 下 你 与 教授 两 个 ， 这 时 你 就 可 收 
拾 一 番 ， 准 备 交卷 啦 ! 


7. 考卷 发 回来 后 ， 仔 细 查 阅 一 遍 .在 一 个 有 100 个 学 生 的 班级 里 ， 每 次 
考试 都 很 可 能 至 少 有 一 个 学 生 ， 被 少 算 了 一 些 应 得 的 分 数 ， 原 因 其 实 很 简单 ， 


当 老 师 一 口气 评 完 前 45 份 考卷 ， 而 每 个 人 都 写 着 锯 ， 这 时 候 如 果 你 写 着 


y (zx)， 他 就 会 觉得 非常 陌生 ， 于 是 画 了 个 大 叉 ， 所 以 如 果 你 发 现 考卷 上 有 什 
么 地 方 ， 被 可 了 分 数 而 你 搞 不 清楚 原委 的 话 ， 一 定 要 去 请 问 教授 或 助教 ， 甚 至 
在 你 并 不 怀疑 分 数 有 错 的 情况 下 ， 也 不 妨 虚 心 求教 ， 了 解 你 错 在 哪里 ， 将 来 才 
不 会 再 犯 同样 的 错误 ， 

在 向 他 们 求教 时 ， 千 万 不 要 说 : “我 认为 我 这 题 应 该 多 得 几 分 ， 因 为 我 原 
来 就 会 做 ， 只 是 没 时 间 做 了 !” 或 “我 当时 想到 的 是 正确 的 答案 ， 但 是 写 的 时 
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修 写 错 了 ! ”只 有 毫 无 经 验 的 老师 ， 才 有 可 能 相信 这 些 鬼话 ， 至 于 其 他 的 老师 ， 
搞 不 好 还 会 再 仔细 检查 考卷 上 其 他 部 分 ， 挑 毛病 多 扣 你 几 分 ， 教 授 最 厌恶 学 生 
无 理 取 | 阁 ， 要 求 不 应 该 得 到 的 加 分 ， 不 信和 的话， 你 去 试 试看 . 


8. 不 要 求情 .有 九 成 九 的 教授 ， 不 会 因为 你 跑 去 跟 他 说 如 果 你 考 得 糟糕 ， 
你 的 老 妈 就 会 拒绝 继续 替 你 付 贷款 买 车 ， 而 帮 你 加 个 几 分 ， 虽 然 现在 的 确 有 人 少 
数 缺乏 经 验 或 心肠 特别 软 的 老师 ， 会 因为 你 的 求情 ， 有 限度 地 奉送 分 数 ， 但 是 
即使 让 你 一 时 得 偿 ， 在 内 心 深 处 你 将 永远 记得 ， 好 些 分 数 事实 上 不 是 你 应 得 
的 ， 终 有 一 天 ， 你 心中 的 罪恶 感 会 逐 浙 扩展 ， 取 代 了 原先 的 喜悦 ， 副 得 你 去 借 
酒 炭 悉 ， 逃 避 良 心 的 谴责 . 

最 后 ， 你 终于 从 烂醉 中 醒 来 ， 发 现 自己 瞪 齿 不堪、 蓬 头 垢 面 、 神 色 改 悼 、 
头疼 如 捣 、 笑 若 砂 纸 ， 这 时 你 才 大 梦 初 醒 ， 了 解 到 自己 竟 已 经 付出 如 此 惨重 的 
代价 ! 于 是 ， 你 必须 回 到 数学 系 大 楼 ， 去 找 那 位 著 萨 心肠 的 教授 ， 向 他 恳求 
说 :“ 和 拜托 ! 请 你 再 行 行 好 ， 把 那些 我 以 前 跟 你 要 来 的 分 数 拿 回 去 吧 ， 我 实在 
消 受 不 起 啦 1” 教 授 见 到 你 这 副 德 行 ， 会 说 :“ 你 是 谁 ?我 根本 不 认识 你 ， 我 的 
学 生 没 一 个 像 你 这 样 超 里 站 琐 1” 于 是 他 按 了 和 警 铃 把 校 警 叫 来 ， 你 就 被 他 们 架 
了 出 去 ， 像 垃圾 似 的 丢 到 临近 的 贫民 窟 去 了 ， 所以， 就 省 省 事 吧 ， 免 得 自 取 
其 硅 . : 


/.1 苗 卡 儿 乎 面 


所 谓 笛 卡 儿 平面 (也 称 为 坐标 平面 或 zy 
平面 )， 就 是 用 来 描述 你 在 上 面 画 图 的 那 张 纸 
的 那个 平面 ， 表 示 的 方法 就 是 其 上 的 所 有 点 ， 
部 用 两 个 数 标示 . 这 两 个 数 就 叫做 坐标 ， 写 
成 (2, 7) 或 (3, 12) 等 等 . 一 般 的 写法 就 
是 (zx, y)， 其 中 第 一 个 数 叫做 zx 坐标 ， 而 第 
二 个 数 则 叫做 > 坐标 ， 另 外 你 得 特别 选 出 一 
个 参考 用 的 定点 ， 称 为 原点 ， 于 是 ， 坐 标 里 
的 工 表 示 该 点 在 原点 的 右 侧 ， 水 平 距 离 等 于 
+， 向 y 则 表示 该 点 在 原点 上 方 、 垂 直 距 离 等 
于 y 的 位 置 ， 请 看 图 7.1. 

男 卡 儿 (René Descartes, 1596~1650) 是 
法 国 数学 家 ， 也 喜欢 搞 哲 学 ( 曾 有 名 言 “ 我 
思 故 我 在 ") ， 他 在 17 世纪 提出 了 坐标 平面 的 
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概念 . (好 吧 好 吧 ， 不 讲 历史 了 ， 改 讲 一 则 小 笑话 : 有 一 回 ， 笛 卡 儿 难得 把 工 
作 暂 时 搁 下 ， 去 参加 一 个 限 会 ， 主 人 见 到 这 位 稀 客 ， 马 上 热情 招呼 他 ;“ 老 备 ! 
来 杯 酒 如 何 ?” 币 卡 儿 回答 : “我 不 认为 我 想 喝 .” 话 一 出 口 ， 他 的 人 就 不 
见 啦 1) 

也 许 是 因为 笛 卡 儿 不 是 左 投 子 ， 所 以 把 z 坐 标定 为 原点 右 方 的 距离 ， 而 非 
左 方 . 同样 的 ， 因 为 他 一 生 住 法 国 ， 而 不 是 住 在 澳洲 ， 所 以 坐标 的 方向 是 朝 
上 ， 而 非 朝 下 ， 另 外 值得 一 提 的 是 , “ 笛 卡 儿 坐 标 系 ”的 英文 是 用 cartesian 这 
个 字 ， 而 不 是 从 他 的 姓氏 变化 成 的 descartesian， 这 是 因为 他 的 拉丁 文 姓氏 是 
Cartesius， 而 那个 年 头 的 学 术 论文 一 概 得 以 拉丁 文 发 表 . 

在 第 卡 儿 公布 这 项 发 明之 前 ， 几 何 (三 角形 、 圆 等 等 ) 与 代数 ( 解 方程 
式 ) 是 独立 不 相干 的 两 门 学 问 ， 有 了 人 笛 卡 儿 的 平面 坐标 系 之 后 ， 情 况 大 变 ， 一 
个 像 y = 3z 的 方程 式 变 成 了 一 个 可 以 画 出 来 、 眼 睛 看 得 见 的 圆 ， 这 在 当时 真 
是 旷世 突破 ， 造 成 西方 学 术 界 极 大 的 老 动 与 庆 视 活动. 不 过 话说 回来 ,在 17 
世纪 那样 的 年 代 里 ， 和 再 大 的 庆祝 活动 ， 也 不 过 是 大 伙 当 天 夜里 不 必 再 光 哺 大 头 
菜 了 一 一 餐 条 上 会 破例 出 现 难得 吃 到 的 野猪 肉 . 


7.2 一 般 作 图 妙 方 : 抛物 线 的 龟 言 


好 啦 ! 每 个 人 都 知道 如 何 画 滑 数 的 图 像 ， 对 吧 ? 方法 就 是 随便 挑 5 个 数 ， 
一 个 个 代入 z+， 找 出 相对 应 的 5 个 y 值 来 ,把 这 5 点 画 出 来 ， 最 后 再 把 这 5 点 
连 起 来 就 大 功 告 成 了 .如 果 你 要 更 精确 的 图 像 ， 那 就 多 找 些 点 ， 璧 如 用 15 个 
A 

是 最 基本 的 作 图 方法 , 谁 都 会 做 .但 是 这 方法 显然 有 一 些 缺 点 ,比方 
说 ， 7 2 (a) 的 确 取 了 6 个 点 ， 然 后 连 起 来 ,但 连 出 来 的 线 完全 没有 表示 出 我 


们 要 画 的 函数 寺 的 一 个 特征 ， 当 从 右边 趋 于 0 的 时 候 ， 上 会 趋 于 十 oo， 而 从 


左边 趋 于 0 时 ， 则 趋 于 一 ce。 我 们 是 假定 点 跟 点 中 间 ， 没 有 啥 了 不 起 的 恋 化 会 
发 生 一 这 种 假定 有 时 候 是 错 的 . 
又 警 如 我 们 真 的 需要 知道 ， 一 个 函数 的 最 高 点 的 位 置 ， 我 们 总 不 能 赔 上 一 


整 天 的 时 间 ， 去 一 个 点 一 个 点 地 找 吧 . 有 了 了 微 积分 ， 
这 种 问题 解决 起 来 不 过 举 手 之 荔 ， 快 速 之 至 . 

当 你 遇 到 一 些 从 未 谋面 的 函数 时 ， 你 可 以 按照 一 
些 通则 ， 大 约 想象 出 图 像 的 长 相 . 现在 就 让 咱们 以 抛 
物 线 函 数 y= zx? 为 例 ,来 瞧 瞧 这 些 法 则 要 如 何 运 用 
(请 看 图 7.3). 


抛物 线 的 寓言 


从 前 有 个 小 抛物 线 ， 因 为 受到 太 多 好 莱 坞 电影 以 
及 形象 广告 工业 的 影响 ， 自 刁 形 秽 ， 总 觉得 自己 身材 
不 好 ， 他 整 天 在 报纸 、 电 视 上 看 到 身 形 美丽 、 体 态 籼 
娜 的 曲线 ， 看 得 他 自 叹 弗 如 ， 简 言 之 ， 就 是 他 已 失去 
了 自信 .他 的 和 爸 妈 ， 糖 缸 子 夫妇 ， 看 看 拿 他 没 枚 ， 只 
得 送 他 去 看 心理 医生 . 

心理 医生 跟 他 简短 谈 过 之 后 ， 直 截 了 当地 说 ; 
题 出 在 : 你 很 娃 . ”小 抛物 线 闻 言 大 吃 一 惊 ， 尖 声 叫 
道 :“ 我 要 再 找 位 医生 ， 听 听 不 同 的 意见 !1” 

“ 那 好 吧 ,” 心 理 治疗 师 回答 道 ,“ 你 要 听 不 同 的 意 
见 ， 我 马上 可 以 给 你 一 个 一 一 你 不 但 妖 ， 还 很 愚蠢 . ” 
说 完 他 停 了 一 会 儿 ， 然 后 接着 说 : “不 然 的 话 ， 你 就 不 会 成 天 对 自己 的 外 表 耿 
耿 于 怀 ， 而 是 会 把 注意 力 放 在 你 的 数学 内 在 上 了 . 嘿 ， 在 这 方面 ， 我 才 不 上 一 
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点 忙 ， 不 过 我 认为 我 们 倒是 可 以 想 办 法 改善 改善 你 的 身材 曲线 . 

于 是 ， 小 抛物 线 接受 了 整套 整容 手术 . 乘 上 5 之 后 ， 他 就 变 高 变 瘦 了 ， 表 
加 加 减 减 几 个 数字 ， 就 让 他 搬 了 家 ， 换 了 一 个 新 的 环境 ， 交 到 新 的 朋友 ， 经 过 
了 较 多 的 自我 成 长 ， 小 抛物 线 终于 找到 了 他 内 心 的 小 孩 ， 但 是 不 幸 的 ， 他 内 心 
的 小 孩 仍 然 非 常 难看 而 愚蠢 ， 不 过 那 已 经 与 本 故事 无 关 ， 是 另 一 个 故事 了 . 

如 何 移动 * 二 所 z) 的 图 像 

x 加 一 个 常数 到 式 子 的 右边 ， 让 图 像 上 下 移动 ， 璧 如 y 二 双 十 2， 就 把 原 
抛物 线 上 移 了 2 单位 的 距离 ( 见 图 7. 4a). 


ine, 


RN SS 


x 变量 z 加 一 个 常数 ， 会 让 图 像 左 右 移动 .譬如 y= (x 一 3)? ， 就 把 原 搜 
物 线 向 右 移动 了 3 单位 的 距离 ，( 见 图 7.4b)， 若 以 zx 十 5 取代 zx， 则 会 把 抛物 线 
左 移 5 单位 . 

x 把 函数 乘 以 一 个 正 的 数 ， 就 会 让 图 像 长 高 或 减肥 .寓言 故事 里 是 把 函 
数 乘 以 5， 让 原 式 成 为 y=5z? ， 如 此 一 来 ， 原 抛物 线 一 下 就 被 向 上 拉 长 了 5 
倍 ， 体 形 顿 时 从 原先 的 广 口 碗 变 成 了 细 长 的 花瓶 ( 见 图 7.4c)。 钱 募 那样 的 身材 
吗 ? 把 你 自己 乘 以 5 吧 . 试 试看 ,纵容 自己 一 次 ， 用 10 来 乘 一 -人 永远 不 嫌 
自己 太 瘦 . 

x 在 等 号 右边 乘 上 一 个 负 的 常数 ， 就 会 让 原 图 形 以 z 轴 为 轴 倒 转 过 来 . 
所 以 , y= 一 xz? 的 图 形 就 是 把 原先 那 只 广 口 碗 翻 过 来 ， 现 在 如 果 家 里 所 有 的 灯 
罩 都 被 拿 走 了 ， 你 可 以 把 它 戴 在 头 上 去 参加 微 积分 聚会 . 


7.3 和 直线 


“直线 ”的 英文 字 line， 也 是 “台词 ”的 意思 .我 们 往往 会 对 某 些 经 典 台 词 
琅琅 上 口 ， 璧 如:“ 我 是 不 是 在 哪里 见 过 你 ?”、“Show me the money!” (电影 
《征服 情 海 》)、“ 你 看 得 出 来 ， 我 每 天 只 睡 一 个 小 时 吗 ?” 

要 创作 新 的 台词 其 实 不 难 ， 有 现成 公式 可 用 ， 警 如 : “你 不 妨 到 工 来 ， 我 
会 让 你 瞧 瞧 我 的 y,. ”其 中 的 z= {我 的 房间 、 我 的 橱 屋 、 痰 水 | 的 任何 一 个 ， 
而 ?= | 收藏 、 蜥 蝎 宠 物 、 淡 水 鱼 丸 } 的 其 中 一 个 .公式 中 的 x 和 yy 是 变量 ， 可 
以 用 各 式 各 样 的 东西 取代 一 一 这 就 是 所 谓 的 台词 公式 . 

在 数学 里 也 一 样 。 直 线 公 式 里 也 有 一 个 x+ 和 一 个 y， 而 且 不 会 出 现 可 怕 的 
字眼 (没有 tan、sin 等 等 )，、 这 个 xz 和 y 长 得 非常 稀 松 平常 一 - 既 不 是 住 在 
“分 母 ”里 面 ， 也 不 会 被 抬 举 为 “ 乘 方 ”. 

下 列 3 个 方程 式 ， 代 表 3 条 不 同 的 直线 : 

Zz 一 3. (很 好 ) 
Z 十 ?一 3. (很 好 ) 
zx 王 1 一 y. (很 好 ) 
而 下 列 两 个 方程 式 ， 则 不 是 直线 方程 式 : 
ey 一 VZ. (不 妙 ) 
y 一 ez 十 arctanz。 (不 妙 ) 
现在 来 点 变化 ， 看 看 下 列 3 个 方程 式 : 
Z 十 4 一 ?一 3. (很 好 ) 
对 啦 ! 是 一 条 直线 . 但 是 
Z7y 一 Z 十 1 (不 妙 ) 
不 是 一 条 直线 ; 尽管 不 能 算是 太 离谱 ， 但 是 其 中 的 zy 项 提供 了 足够 的 偏差 ， 
使 它 无 法 成 为 直线 . : 


2 二 x / 
六 一 3， (很 好 ) 


上 面 这 个 方程 式 是 一 条 隐藏 得 很 好 的 直线 | 如 果 把 方程 式 两 边 都 乘 以 y， 
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看 起 来 就 舒服 多 了 : 
2 十 X= 二 3y. 

让 虽 们 再 举 一 个 例子 ， 然 后 把 相关 的 所 有 可 能 问题 全 提出 来 解答 . 

例题 4x 一 2y=2. 

第 一 题 : (1，2) 0 

抱歉 ， 它 们 不 在 这 直线 上 ， 因 为 4(1) 一 2(2)=0 关 2. 

下 一 题 : 要 如 何 找 出 这 条 直线 上 的 点 ? 

这 个 嘛 ,一 条 直线 上 有 无 穷 个 点 ， 这 要 怎么 找 呀 ?就 让 咱们 用 最 容易 的 方 
法 来 解决 这 个 问题 ， 我 们 先 瞧 瞧 这 条 直线 跟 x 轴 及 y 轴 的 交点 在 哪儿 ， 这 两 个 


交 所 分 别 叫 做 z+ 截 距 与 y 截 距 ， 它 们 很 容易 找 ， 因 为 各 自 有 一 个 坐标 值 等 于 
0， 说 得 更 精确 些 ， 点 (0，?) 就 是 y 截 距 ， 而 该 点 的 坐标 满足 我 们 的 方程 式 ， 


4(0) 一 2(y) 一 2， 
A Dd 
"ve 


所 以 我 们 这 条 直线 的 y 截 距 就 是 (0, 一 1). 
我 们 可 以 用 同样 的 方法 找 出 z 截 距 ， 只 要 令 y=0, 求 z: 
4(X) 2(0)=2, 

4(x)=2, 


A 
和 


所 以 这 条 直线 的 z 截 距 就 是 ( 浆 ，0). 


现在 ， 由 于 我 们 知道 了 这 条 直线 上 的 两 
个 点 ， 我 们 就 可 以 画 出 这 条 直线 了 (图 7.5). 

重要 注意 事项 ” 当 你 画 一 条 直线 时 ， 能 
满足 方程 式 的 任何 两 个 点 都 可 以 拿 来 使 用 ， 


44 微 积分 一 条 龙 宇 思 
< 


没 多 大 差别 ， 所 以 如 果 你 嫌 上 述 方法 太 简单 ， 你 也 可 以 找 出 另外 两 个 点 来 . 比 
方 我 们 一 眼 就 看 出 (1，1) 跟 (3，5) 也 满足 该 方程 式 ， 在 图 上 把 这 两 点 用 直 
线 连 起 来 ， 得 到 的 还 是 同一 条 直线 ， 你 说 ， 奇 怪 不 奇 怪 ? 


直线 的 斜率 


下 一 题 : 该 直线 的 斜率 是 多 少 ? 

所 谓 直 线 斜 率 ， 是 指 该 直线 倾斜 程度 的 一 种 量度 .度量 的 方法 是 先 随机 截 
取 一 段 水 平 距离 (run)， 然 后 找 出 该 直线 在 这 段 水 平 距离 里 的 高 度 变 化 
(rise) ， 再 把 高 度 变 化 除 以 水 平 距离 ， 得 到 的 比率 就 是 直线 斜率 . 

run 与 rise 这 两 个 术语 源 于 古 埃 及 人 ， 他 们 每 年 在 尼罗河 即将 泛滥 、 河 面 
即将 上 升 (rise) 之 际 ， 必 须 及 时 逃跑 (run). 老百姓 得 在 心里 算计 好 “河水 
上 涨 与 跑步 距离 之 间 的 关系 ”， 这 样 才能 在 泛滥 期 到 来 前 几 个 月 ， 把 体格 锻炼 
好 ， 才 不 至 于 淹 死 ， 最 后 ， 有 人 想 出 一 个 极为 聪明 的 办 法 ， 建 造 出 宏伟 的 金字 
塔 ,， 让 人 们 可 以 假 上 金字 塔 等 洪水 退去 ， 而 不 必 整 整数 气 3 个 月 . 

如 果 (xz1，y1) 跟 (x2 ，y2z) 是 直线 上 的 任何 两 个 点 ， 该 直线 的 斜率 就 可 
由 下 式 得 到 ; 


斜率 = 垂直 距离 JJ2 yl 


水 平 距离 Z2 一 并 1“ 
对 这 个 式 子 ， 我 们 可 以 取 两 个 点 为 : 
(zl， 嫉 ) 一 ( 广 ，0)， 
(zz2，72) 一 (0， 一 1)， 
因此 和 斜率 就 等 于 : 


2 之] 


我 们 用 直线 上 的 其 他 两 个 点 (1，1) 与 (3，5) 另外 计算 一 次 ; 
(zx1 ,1)=(1,1), 
(Zz2 ,2 )= (3,5), 
斜率 仍 等 于 : 
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传统 上 ， 和 斜率 都 是 以 m 为 代表 ， 不 过 为 什么 用 m 却 不 得 而 知 ， slope、hill、 
incline、obliquity、cant、diagonal、slant、tilt 等 等 ， 不 但 都 不 是 以 关 开 头 ， 就 
连 字 的 本 身 也 找 不 到 户 这 个 字母 . 

有 的 时 候 ,“ 这 条 直线 的 斜率 是 多 少 ?” 这 问题 的 答案 是 :“ 我 不 知道 . ” 比 
较 正 式 的 说 法 则 是 :“ 它 的 斜率 不 存在 . ”要 知道 原因 ， 就 拿 张 纸 来 ， 先 按 规矩 
在 纸 上 男 相互 垂直 的 z 轴 眼 y 轴 ,然后 另外 再 随便 画 条 直线 .你 随意 画 的 直 
线 ， 几 乎 都 会 跟 z 轴 仅仅 相交 一 次 〈 交 点 有 可 能 在 纸 外 )， 而 跟 y 轴 也 仅仅 相 
交 一 次 ， 只 有 那些 一 早 心情 就 不 爽 的 人 ， 才 会 画 出 一 条 跟 x 轴 或 y 轴 平 行 的 直 
线 ， 也 只 有 那些 一 整 天 心情 都 不 爽 的 人 ， 会 画 一 条 跟 轴 重 倒 的 直线 ， 我 们 不 妨 
” 称 这 些 特殊 直线 为 “挑战 截 距 的 ”直线 ,给 它们 特别 的 关怀 . 

那些 与 其 中 一 根 坐 标 轴 平 行 的 直线 只 有 一 个 截 距 ( 与 男 一 轴 的 距离 》 它 们 
的 方程 式 看 起 来 也 蛮 有 意思 的 ， 变 量 只 剩 下 了 一 个 ， 就 像 3y= 一 14， 你 也 可 
以 这 么 说 : 其 中 一 个 变量 去 休假 了 ， 而 休假 的 这 个 变量 的 轴 就 与 你 的 直线 平 
行 ， 所以， 直线 3y= 一 14 跟 x 轴 平 行 . 这 其 实 很 容易 从 方程 式 上 理解 ， 因 为 
它 压 根 儿 不 在 乎 直线 上 各 点 的 z 坐标 是 喻 ， 只 在 乎 y 坐标 得 满足 3y 二 一 14 或 
,区 

至 于 z 轴 与 y 轴 本 身 ， 我 们 现在 还 不 准备 讨论 ， 因 为 它们 的 情绪 太 过 “ 敏 
感 ” 了 . 


直线 方程 式 : 标准 形式 


直线 方程 式 的 基本 形式 有 两 种 : 
1. 点 斜 式 : 

y 一 和 三 mi(Zz 一 20). 
这 条 直线 的 斜率 是 m， 并 且 通 过 点 (zo ，y ). 
2. 斜 堆 式 : 

y 三 mz 十 b. 

这 条 直线 的 斜率 是 m， 而 y 截 距 为 b. 
所 以 ， 方 程式 > 一 2 一 4(z 一 3) 的 直线 ， 一 看 就 知道 它 的 斜率 是 4， 并 且 通 


过 点 〈2，3). 用 代数 方法 把 此 方程 式 简化 之 后 ， 它 就 变 成 了 y 一 4z 一 10， 显 
不 和 斜率 仍然 是 4 (还 好 是 4， 要 不 就 惨 了 )， 而 y 截 距 为 10 


/1.4 


圆 所 扮演 的 角色 也 很 重要 .假定 咱们 要 和 弄 出 一 个 圆 的 方程 式 ， 而 且 规 定 这 
个 圆 的 半径 是 +， 圆心 落 在 zy 平面 的 点 (a, 5) 上 ， 也 就 是 说 ， 圆 上 的 每 一 点 
(z，y)， 跟 点 (ae，b) 之 间 的 距离 都 是 定 值 ~ 由 多 股 定理 ， 我 们 知道 (z，y) 
跟 (ae，2) 之 间 的 距离 等 于 /(z 一 a)2 十 (y 一 0)2 ， 所 以 点 (z，y) 必须 满足 

V(z 一 a)2 十 (一 0)2 一 r， 

所 以 

0 
这 就 是 以 r 为 半径 、 以 点 (a, 5) 为 圆心 的 圆 
的 方程 式 ， 如 图 7.6 所 示 . | 

关于 圆 ， 可 说 的 就 这 么 多 了 一 一 应 该 说 
差不多 就 是 这 么 多 了 .如果 某 天 ， 你 突然 碰 
到 一 位 其 面 不 善 的 大 个 子 ， 眼 露 绝望 之 色 ， 
手 里 牵 着 一 只 凶悍 的 德国 警犬 ， 递 给 你 一 张 
纸 条 ， 上 面 写 着 : 

Z2 一 4z 十 好 一 6， 
然后 冲 着 你 说 : “告诉 我 这 方程 式 究竟 在 讲 
啥 ， 人 否则 我 的 来 福 会 把 你 当成 消防 栓 ， 在 你 
身上 撒尿 !” 

你 可 能 会 想 ， 天 下 哪 有 这 样 的 事情 ! 殊 
不 知 这 档 子 事 在 纽 约 中 央 公园 里 司空 见 惯 . 
他 给 你 的 这 个 方程 式 看 起 来 像 是 一 个 圆 ， 但 
又 有 些 不 对 劲 ， 且 让 我 们 稍微 处 理 一 下 . 首 
先 ， 将 带 有 xz 的 项 跟 不 带 x 的 项 分 开 : 
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(zx2—4zx) 二 y=6. 
你 马上 就 会 注意 到 ， 如 果 加 一 个 4 个 到 括号 里 ， 它 就 变 成 一 个 完全 平方 式 
了 . 当然， 你 不 能 只 在 等 号 的 一 边 随便 加 个 4， 在 等 号 的 另 一 边 也 要 加 上 : 
(zx? 一 4zx 二 +4) 十 y= 二 6 十 4， 
(7 一 2)? 十 yy 三 10. 
如 此 一 来 ， 就 可 看 出 它 是 个 半径 为 /10、 圆 心 在 点 (2，0) 的 圆 . 
好 了 ! 至 少 对 来 福 和 微 积分 来 说 ， 与 圆 有 关 的 东西 你 需要 知道 的 就 差不多 了 . 


7.5 顶 圆 、 抛 物 线 、 双 上 曲线 


这 几 个 家 伙 自 称 为 “圆锥 曲线 族 "， 原 因 是 它们 的 出 身 一 样 ， 都 来 自 于 把 
一 个 圆锥 用 平面 切 开 的 结果 ， 之 所 以 长 相 不 同 ， 完 全 是 切 的 角度 不 一 样 。 虽 然 
它们 一 块 儿 出 现时 ， 有 时 真 叫 人 心 惊 胆 战 ， 但 是 在 落 单 的 时 候 ， 可 一 点 横行 霸 
道 的 气息 也 没有 . 


椭圆 


这 是 一 个 学 圆 学 得 不 像 的 怪 胎 ， 只 怪 它 为 人 处 世 不 够 圆 靖 ， 它 的 标准 方程 
式 如 下 : 


“2 
a 1 


式 子 中 的 a， 是 该 椭圆 沿 着 x 轴 方 向 的 “ 半 
径 >， 而 5 则 是 沿 着 > 轴 方 同 的 半径 (图 7.7)， 
且 中 心 点 落 在 原点 上 . 

若是 想 移动 它 的 中 心 点 ， 我 们 只 需要 塞 
进 某 两 个 常数 ， 以 下 就 是 同一 个 椭圆 的 方程 
式 ， 只 是 它 的 中 心 点 从 原点 移 到 (zo ,yo ) 了 : 

(二 
Q bp 


这 种 平移 技巧 只 能 算是 最 起 码 的 小 儿科 ， 


我 们 当然 还 可 以 把 它 转 一 个 角度 ， 变 成 乍 疏 的 椭圆 ， 抛物 线 跟 双 曲 线 同 样 可 以 
斜 一 个 角度 . 不过， 这 种 方程 式 很 古怪 、 棘 手 ， 极 不 可 能 出 现在 你 目前 的 微 积 


分 课程 里 . 
抛物 线 
我 们 已 经 在 前 面 讨论 过 抛物 线 了 ， 这 样 就 只 剩 下 那 极 容易 亢奋 的 曲线 一 一 
双 曲 线 了 . 
双 曲 线 


双 曲 线 这 种 曲线 ， 看 起 来 最 需要 镇 静 剂 的 帮助 ， 它 同时 朝 两 个 不 同 的 方向 
射出 去 .不 过 它 的 方程 式 倒是 很 简单 的 : 


如 同 前 面 处 理 过 的 抛物 线 、 椭 圆 ， 我 们 也 可 以 在 它 的 方程 式 里 做 点 手脚 ， 
改变 它 的 位 置 或 形状 ( 见 图 7. 8). 


> 


y=2+1 


1 
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我 们 从 另 一 种 形式 的 方程 式 ， 如 
六 一 二 9， 也 可 以 得 到 双 曲 线 ( 见 图 
7.9)， 你 或 许 已 经 注意 到 这 个 方程 式 
有 些 和 奇怪， 当 y= 一 0 时 ，z 无 解 ， 所 以 
它 的 曲线 不 会 跟 z 轴 相 交 . 


作 图 的 故事 


有 位 教授 在 教室 的 地 板 上 画 了 > 
轴 与 y 轴 ， 然 后 每 说 出 一 个 函数 ， 就 
叫 学 生 “ 走 ” 出 该 函数 的 图 像 ， 他 把 
这 种 妆 于 法 称 为 ,区 用 效 衬 教学 让” 


一 天 ， 有 学 生 上 课时 带 来 了 他 的 狗 ， se ge 
教授 很 生气 ， 对 该 生 吼 道 : “把 狗 赶 
出 去 ! 我 不 允许 狗 进 我 的 教室 1” 

“但 是 我 的 这 只 狗 不 是 一 般 的 狗 ， 
它 会 画图 数 图 像 . ” 

“胡说 八道 ,” 教 授 的 态度 仍然 很 
坚决 :“ 把 它 赶 出 去 !” 

“你 不 信 就 自己 试 试看 "， 学 生 
说 :“ 出 个 前 数 叫 它 画 吧 1” 

“好 吧 . 我 们 瞧 瞧 它 怎么 画 y= 3x 十 1. ”教授 很 好 奇 . 

这 只 狗 还 真能 干 ， 一 听 教 授 说 完 ， 马 上 走 到 教室 的 一 侧 ， 找 好 起 点 ， 对 准 
了 方 同 ， 然 后 飞快 跑 出 一 条 笔直 的 线 来 ， 这 条 线 的 斜率 为 3，y 截 距 等 于 1， 
居然 完全 正确 ， 教 授 跟 全 班 学 生 都 看 得 目 瞳 口 呆 . 它 也 非常 乖巧 ， 一 个 箭 步 跳 
到 教授 身上 ， 用 它 那 湿 渡 渡 的 长 舌头 ， 从 教授 的 左 耳 衙 到 右 耳 . 

教授 非常 不 高 兴 ， 但 是 没 办 法 ， 只 得 掏 出 手帕 擦 脸 ， 一 面 决定 出 个 难 一 点 


的 题目 ， 他 喊 道 :“ 亏 十 区 一 1"， 不 料 它 马 上 在 地 板 上 跑 出 ， 一 个 通过 (一 2， 


0)、(0, 一 3)、(2, 0) 及 (0, 3) 诸 点 的 椭圆 ， 然 后 它 再 度 跳 到 教授 身上 ,不 
顾 教授 的 抗拒 ， 又 把 他 的 脸 棱 过 一 遍 . 


全 班 同 学 都 惊奇 得 不 得 了 ， 狗 儿 的 主人 一 脸 神 气 ， 大 声 问 道 : “还 有 谁 不 
相信 ? 还 有 谁 仍然 怀疑 我 的 狗 是 天 才 ? 还 有 谁 想 试 试看 ?” 

教室 里 一 片 寂静 ， 鸦 淮 无 声 。 不 知 过 了 多 和 信 ， 角 沙里 有 位 向 学 举 起 手 来 ， 
是 一 个 从 未 在 班 上 发 过 言 的 同学 ， 他 性 生生 地 说 : “我 想来 试 试看 ， 不 过 我 怕 
我 的 舌头 没有 狗 狗 的 那么 长 , 
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少不了 它们 


8.1 基本 概念 


你 知道 人 们 会 用 什么 态度 说 下 面 这 句 话 : “你 真 的 把 我 给 惹 毛 了 ， 我 的 忍 
耐 已 经 到 极限 了 !” 然 而 你 有 没有 觉得 奇怪 ,“ 已 经 到 极限 ”到 底 是 什么 意思 ? 

在 英文 里 ，limit (极限 ) 这 个 字 通 常 是 指 一 条 不 能 超越 的 边界 或 界限 ， 就 
像 住 在 美国 明尼苏达 州 的 人 们 ， 一 天 下 来 钓 了 不 少 鱼 ， 就 会 向 人 说 : “T ve 
caught my limit. ”意思 是 说 ， 他 若是 再 多 钓 几 条 鱼 ， 叫 政府 山林 管理 员 查 获 ， 
他 的 钓具 就 会 被 当场 没收 ， 钓 客 所 能 钓 得 的 鱼 数量 ， 规 定 必须 低 于 或 刚好 等 于 
限额 ， 绝 对 不 能 超过 . 

在 数学 里 ， 当 函数 中 的 zx 渐 渐 趋 近 到 某 个 定 值 时 ， 该 函数 的 值 也 会 逐渐 赵 
近 一 个 值 ， 这 个 值 就 是 函数 的 “极限 ”， 这 个 说 法 可 能 叫 你 觉得 满 头 雾 水 ， 我 
们 就 用 一 个 实际 的 例子 来 说 明 好 了 . 

假设 你 让 鼻子 向 电 风扇 靠拢 过 去 ， 为 了 容易 叙述 ， 我 们 就 说 你 的 鼻尖 位 置 


在 x， 而 电 风扇 的 位 置 在 3 (或 是 分 别离 原点 x 英尺 和 3 英尺 @)， 如 图 8.1 
所 示 . 

我 们 想 知道 ， 当 x 非常 接近 3 
时 ,会 发 生 什么 事 一 一 也 就 是 说 ， 
当 你 的 鼻尖 朝 3 移 近 ,而 且 愈 来 
愈 靠近 ， 但 绝对 不 要 真正 到 达 3 
(你 知道 那 后 果 该 会 有 多 么 严重 ). 

这 个 嘛 ,会 发 生 的 事 只 是 ,你 | | 
会 觉得 当 z 离 3 愈 来 愈 近 ， 从 电 图 8.1 不 能 掉以轻心 的 危险 极 归 
网 遍 隐 到 你 脸 上 的 册 和 光合 四 本 
所 以 , 我 们 的 兴趣 在 于 ， 当 你 的 
鼻子 接近 3 时 ， 你 感受 到 的 风 的 
强度 变化 。 (我 们 要 取 limb(x)， 
其 中 的 b(x) 就 是 当 你 的 鼻子 在 点 
xz 时， 所 感受 到 的 风 的 强度 . ) 

假设 当 z= 一 2.9， 你 感受 到 的 风速 是 6 英里 /小 时 ， 那 么 当 鼻子 向 风扇 移 
近 ， 风 速 就 会 如 表 8. 1 那样 跟着 增加 : 

表 8.1 


| | | em 


从 这 些 数据 看 来 ， 似 乎 在 鼻子 逐渐 靠近 风 扁 时 ， 风 速 就 会 逐渐 趋 近 于 7 英 
里 /小 时 ， 因 此 我 们 可 以 写成 


lmp( x)=7. 
喘 为 鼻子 受到 威胁 的 当事人 ， 你 一 定 不 愿意 去 发 现 ，z=3 的 时 候 会 发 生 什 么 
事 一 一 因为 你 知道 ， 那 可 不 只 是 一 阵风 而 已 1 


@ 1 英寸 =2.5400 厘米 ,1 英尺 一 0. 3048 米 ，1 码 =0.9144 米 ,1 英里 二 1.6093 千 米 ，1 
磅 二 0. 4536 千克 .， 本 书 为 带 有 文学 色彩 的 翻译 书 ， 考虑 到 所 举 实例 及 运算 式 中 数值 的 特殊 性 ， 仍 
保留 原单 位 ， 以 下 均 此 . 
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这 就 是 极限 在 数学 上 的 意义 与 作用 . 我们 想 知 道 ， 当 xz 趋 于 一 个 特殊 的 数 
a， 昧 数 f(x) 的 值 会 发 生 什么 变化 . 

男 一 方面 ， 我 们 也 可 以 从 一 个 困 数 的 图 像 ， 去 判定 该 图 数 的 极限 .如 图 
8.2， 我 们 看 到 两 个 痕 数 图 像 ， 你 会 发 现 当 xz 从 左右 两 边 趋 近 于 3 时 ， 两 函数 
的 值 都 趋 于 7， 也 就 是 极限 等 于 7. 虽然 图 8.2 (b) 所 示 的 函数 ， 在 x 二 3 时 的 
值 等 于 1， 而 不 像 8.2 (a) 的 男 数值 是 等 于 7， 但 我 们 不 在 乎 ， 因 为 事实 上 ,在 
3 这 一 点 的 极限 并 非 取决 于 函数 在 该 点 的 值 ， 而 只 取决 于 当 z 趋 于 3 的 那些 函 
数值 . 


了 SE We We A ED 
(a) (b) 


Ne ee RS 
AR 
ME Bd Pe oe > san Po 
" fe a ed et fe 


对 于 大 多 数 的 标准 函数 来 说 ， 取 极限 值 的 过 程 很 平常 ， 不 会 发 生 什么 有 趣 
的 插曲 ， 比 方 说 ,一 个 像 3 一 7x4 十 3 的 多 项 式 ， 在 z 趋 近 于 a 时 的 极限 就 是 
a3 一 7a4 十 3， 直 接 用 a 代入 z 就 可 以 了 . 


例题 lim (ZT 一 7 1 一 7(13)5=7 


我 们 只 是 用 1 代入 x， 就 得 到 答案 了 ! 真希 望 天 下 事 都 这 么 简单 就 好 啦 . 


54 微 积分 二 抒 友 证 帮 
一 < 一 


但 是 ， 想 当然 耳 ， 不 是 每 个 函数 都 那么 简单 ， 我 们 免不了 会 碰 到 一 些 “ 问 题 图 
数 ”.。 就 拿 下 面 这 个 例子 来 说 吧 : 
1 
2 

当 工 渐渐 靠近 2 时， (zx 一 2)? 就 会 变 得 非常 小 ， 但 是 当 1 除 一 个 非常 小 的 数 
时 ， 得 到 的 会 是 个 非常 大 的 数 ， 真 的 是 非 弟 非常 大 ! 我 们 称 之 为 无 穷 大 ， 用 符 
号 oo 表示， 所 以 ， 当 + 趋 近 于 2 时， 一 7 5 趋 近 于 co， 不 过 由 于 不 能 算是 
个 真正 的 数 ， 所 以 我 们 说 “ 这 最 因 并 不 在 在 ， ， 就 是 没有 这 个 数 ， 一 个 不 存在 
的 东西 ， 无 解 . 

所 以 我 们 可 能 得 到 非常 大 的 极限 〈 比 任何 实数 都 要 大 ) ， 大 到 极限 根本 不 
存在 除 此 之 外 ， 我 们 也 会 因为 其 他 的 原因 ， 而 得 到 不 存在 的 极限 ， 璧 如 下 面 
这 个 例子 : 


hisin ， 
当 z 变 得 愈 来 愈 小 ， 二 就 愈 来 愈 大 ， 但 是 sin 二 永远 介 于 一 1 眼 1 之 间 ， 因 为 


任何 一 个 数 的 正弦 值 都 不 会 超出 一 1 到 1 的 范围 ， 因 此 ， 当 一 二 愈 来 愈 大 ， sin 一 


只 是 在 一 1 跟 1 之 间 来 回 振荡 ， 而 且 愈 来 愈 快 、 傅 来 愈 疯狂 ; 最 重要 的 一 个 特 
点 是 ， 它 不 会 浙 渐 靠近 任何 一 个 数 ， 不 会 集中 到 任何 一 个 数 ， 所 以 ， 它 没有 
极限 . : 

你 可 以 把 “有 极限 ”这 回 事 ， 想 成 是 爱 上 了 一 个 数 ， 当 海 哲 山 盟 的 关键 时 


刻 来 临 ， 咱 们 对 这 个 数 的 感情 就 愈 深刻 ( 趋 近 )， 但 是 sin 二 显然 用 情 不 专 ， 


它 不 愿 定 情 于 一 点 ， 永 远 在 一 1 跟 1 之 间 振 荡 不 定 ， 所 以 到 最 后 ， 落 到 没有 极 
限 的 下 场 ， 无 法 与 人 共 结 连理 . 


诀 穿 ”在 其 他 的 点 ， 极 限 不 但 存在 ， 并 且 很 容易 求 得 .例如 
. . 1] 
lim sin 一 . 


上 面 这 个 极限 就 等 于 
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所 以 说 ，sin 二 的 极限 只 有 在 z>0 时 有 问题 ， 而 当 x 趋 于 其 他 值 时 则 没有 问题 


8.2 取 极 限 的 一 般 步 又 


假如 我 们 想 要 对 某 一 函数 f(x) 取 极 限 limf (x)， 该 如 何 着 手 呢 ? 


第 一 步 永 还 是 把 滑 数 中 的 z 用 6 取代， 如 果 我 们 得 到 的 是 一 个 数 (也 就 是 
没有 0 当 分 母 , 或 是 没有 负数 藏 在 根 号 内 )， 和 而 且 该 水 数 不 是 那 种 具有 多 重 性 
格 的 怪异 家 伙 ， 在 6 后 会 改变 定义 ， 那么 ，f(65) 这 个 数 就 是 我 们 要 找 的 极限 . 

对 付 多 项 式 也 是 一 样 ,用 2 代入 z 即 可 ， 事 实 上 ， 几 乎 任何 形式 的 函数 ， 


都 可 以 用 这 个 方法 ， 只 要 你 所 用 的 那个 点 ， 不 会 让 你 除 以 0( 警 如 lim 二 )， 这 
方法 就 叫做 “直接 代 换 法 . ” 


例题 lm(x 6 +2)=24—6(2° ) 十 2 二 16 一 48 十 2 二 一 30. 


SS 


例题 ”lim sinz 一 sin 工 一 
| 4 


事实 上 ， 对 于 由 多 项 式 组 合成 的 分 式 〈 称 为 有 理 函 数 ) ， 直 接 代 换 法 也 非 
贡 管 用 . 


22 一 4z+2 _ 12 一 4(1) 十 2 1 
例题 lm 3 十 6 一 3) 二 6 一 一 可 : 


例题 lim 三 一 


这 里 得 记 住 的 一 点 是 ,若是 分 子 出 现 0， 没 问题 ， 但 是 分 母 一 旦 变 成 0， 


就 糙 须 小 心 了 . 


. XX 一 1 
例题 lim -2—7: 


这 个 例子 很 特别 。 如 果 我 们 照样 用 1 代入 xz， 得 到 的 是 全. 千 万 不 要 一 看 
分 子 分 母 相 同 ， 就 认为 答案 等 于 1， 但 也 不 要 看 到 了 0， 就 认为 无 解 而 放弃 . 
那 该 怎么 办 呢 ? 原则 上 ， 每 当 出 现 了 ， 我 们 应 该 再 回 到 原来 的 函数 ， 试 着 
化 简 这 个 分 式 ， 目 的 是 希望 能 消去 其 中 一 个 0， 现在 就 来 化 简 一 下 : 
闻 寺 -1 外 二 -站 CD- 凶 十 i 却 
险 ， 上 下 两 个 0 都 不 见 啦 ! 
(x 一 1) (zz? 一 1) 这 个 函数 ， 在 x=1 那 一 点 甚至 连 个 定义 都 没有 ， 但 除 此 


点 之 外 ， 在 其 他 部 分 看 起 来 都 跟 一 没有 两 样 ， 但 是 一 到 z 一 1， 突 然 出 现 了 


一 个 洞 ， 如 同 生 命中 的 一 小 块 真空 ， 一 个 失去 了 意义 的 日 子 ， 一 段 无 法 弥补 的 
空 日 . 不 过 ， 这 没 啥 好 慌张 的 ， 记 得 我 们 在 一 开头 就 提 过 ， 求 极限 时 ， 重 要 的 
是 “靠近 ”1 的 那些 点 的 函数 值 ， 而 不 是 落 在 1 的 实际 函数 值 . 


2 
例题 lim 二 -天 
Jr 人 区 


如 采 我 们 把 0 代入 z， 分 子 就 成 了 1， 而 分 母 变 成 0， 也 即 整个 函数 成 了 
广 ， 这 就 表示 ， 它 的 极限 不 存在 (在 z 趋 近 于 0 时 ， 它 的 分 母 愈 来 愈 小 ， 而 当 


拒 们 拿 一 个 愈 来 愈 小 的 正 数 去 除 1 的 时 候 ， 结 果 就 是 一 个 愈 来 愈 大 的 正 数 ， 也 
就 是 趋 于 十 oo). 
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8.3 单 侧 极限 


在 此 之 前 ， 我 们 还 设 有 太 注 意 x 如 何 逐 渐 靠 近 一 个 值 。 就 拿 下 面 这 例子 来 
说 吧 : 


四 元 
x 可 能 比 2 大 ， 而 从 2 的 右 侧 逐 渐 趋 于 2; 同样 的 ， 它 也 可 能 比 2 小 ,而 从 2 
的 左 侧 水 渐 向 2 靠近 。 如 果 同时 考虑 两 个 情况 的 话 ，z 就 可 能 磁 到 严重 的 认 
烦 ， 还 有 ， 两 种 情况 下 的 极限 都 不 存在 ， 不 过 ， 我 们 仍旧 有 兴趣 瞧 瞧 两 边 究竟 


有 何不 同 . 
如 来 我 们 要 让 z 从 右边 向 2 靠拢 ， 就 要 写成 ， 
lim 一 


这 么 一 来 ，z 一 2 就 成 了 一 个 非常 小 的 “ 正 ” 数 ， 而 -就 成 了 一 个 非常 大 的 
正 数 ， 所 以 ， 


lim To 十 co 
而 其 极限 不 存在 . 
肥 之， 如 果 我 们 只 让 z 从 左边 向 2 靠拢 ， 就 写成 
lim -一 7 


由 于 了 小 于 2，z 一 2 就 成 了 一 个 非常 小 的 负数 ， 所 以 -5 就 成 了 一 个 非常 小 
的 负数 ， 所 以 ， 


向 其 极限 同样 不 存在 . 
必 上 这 个 观念 ， 还 可 以 用 电影 “ 侏 罗 纪 公 园 ” 里 面 两 只 恐龙 合作 猎 食 的 情 
景 来 说 明 ， 点 4 可 以 是 一 个 体形 不 大 的 哺乳 动物 ， 璧 如 一 只 羊 ， 现 在 ， 一 只 霸 


王 龙 z+ 静 悄 悄 的 从 那 只 羊 的 左边 偷袭 过 来 ， 这 个 情景 可 以 写成 ; 
limL ( 工 )， 
式 子 中 的 上 (z) 就 是 午餐 函数 ， 在 同一 时 间 ， 另 一 只 霸王 龙 之 也 静 悄悄 
的 从 羊 的 右边 偷袭 过 来 ， 这 就 写成 : 
limL (x). 
如 果 两 只 恐龙 肯 合 作 ， 分 别 从 羊 的 两 侧 偷 枚 ， 那么 当 他 们 到 达 a 时， 就 可 
以 分 享 一 顿 丰 盛 的 午餐 ， 所 以 我 们 的 结论 是 ， lmL(x) 存在 ,并 且 等 于 一 顿 
难得 羊 排 大 餐 . 


当 我 们 说 极限 存在 时 ， 是 指 左右 两 边 的 极限 都 存在 ， 而 且 相 等 . 


附 言 那 只 羊 死 定 啦 ! 


8.4 怪 卉 耻 数 的 极限 


数学 家 为 了 让 生活 更 多 彩 多 姿 ， 创 造 了 许多 复杂 的 函数 ， 它 们 的 定义 不 再 
征 单 一 的 式 子 ， 而 是 好 几 个 ， 当 你 看 到 问题 里 面 有 一 些 弯 弯 曲 曲 的 大 括号 ， 就 
表示 你 面 对 的 是 这 种 多 性 格 的 函数 了 . 我 们 先前 讨论 过 的 绝对 值 就 是 其 中 之 
一 ， 下 面 是 男 外 一 个 例子 : 


mo ”TO 
ZX: 一 ]2， 若 x 之 3. 

这 是 哈 玩 意 呀 ?我 们 知道 ， 这 个 函数 眼前 面 提 过 的 所 有 范 数 都 长 得 不 一 
样 ， 但 是 别 被 稀奇 古怪 的 外 表 吓 倒 ， 其 实 内 容 没 差 多 少 ， 我 们 照样 可 以 把 它 男 
出 来 ， 得 到 的 图 形 跟 图 8.3 类 似 

让 我 们 除 隐 这 个 函数 的 几 个 极限. 


1. hmf(z) 是 多 少 ? 对 z 之 3，ARz)=z2 一 12， 所 以 
limf(x)=lim(z?—12)=4. 
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2. lim/(z) 那 是 多 少 呢 ? 对 xz<3，f(z)= 
二 :所 以 


ey 


i 
jim) 一 a( 主 ) 一 计 ， 


3. lim f(z) 呢 ? 对 xz 之 3，H(z) 一 之 一 12， 
因而 limf(z)= 一 3. 


4. lim f(z) 又 是 多 少 ? 对 zx<3, f(z)= 图 8. 3 个 性 会 变 的 函数 
Fs A : SN 
ee 所 以 lim f(z)=3. 

当 我 们 做 这 题 的 计算 时 ，f(z) 在 z=3 那 一 点 


的 值 究竟 是 多 少 ， 根 本 无 关 共 要 . 别管 它 ， 
把 它 忘掉 ， 因 为 它 一 点 也 不 会 影响 到 计算 . 


5. 那 imf(z) 呢 ? 这 个 嘛 ,我 们 从 前 面 已 
经 知道 ， 当 z<3， 极限 是 记 ， 而 对 x 之 3， 极 


限 是 一 3， 也 就 是 说 ， 在 3 这 点 的 左右 极限 不 
一 致 ， 这 情形 就 好 像 坐 在 汽车 后 座 的 两 兄弟 ， 
一 路 上 吵吵 闹 闹 ,意见 不 和 ， 结 果 区 妈 最 后 
不 得 不 把 他 们 硬性 分 开 ， 叫 其 中 一 个 坐 到 前 
座 去 一 一 或 是 像 这 题 的 结果 ， 兼 顾 两 侧 的 极限 并 不 存在 . 
奇怪 但 真实 的 极限 ”也 许 你 对 下 面 这 个 问题 缺乏 兴趣 ,但 是 在 极限 的 世界 
里 ， 它 可 是 一 个 相当 重要 的 事实 : 


.SINX 
lm 一 一 一 ]. 
Te0 人 


你 说 奇怪 不 奇怪 ， 一 个 像 Smz 这 么 难看 的 函数 ， 居 然 会 有 像 1 那样 美丽 的 
极限 ， 从 大 处 着 眼 来 看 ， 这 样 的 结果 代表 什么 意义 呢 ? 它 的 意义 就 是 ， 当 z 千 


近 0 (也 就 是 z 非 常 非常 小 ) ，sinz 的 行为 会 变 得 跟 z 如 出 一 吉 ， 因 而 它们 的 比 
率 Smz 就 变 成 1 了 ， 若 要 了 解 这 一 点 ， 最 好 的 办 法 是 同时 画 出 y=z 与 y=sinz 


这 两 个 水 数 的 图 形 (如 图 8.4)。 从 图 中 ,我 们 很 容易 看 出 来 ， 当 xz 逐渐 靠近 0 
时 ， 两 图 数 合 来 愈 相似 ， 

换言之 ， 对 于 值 很 小 很 小 的 z， 
负数 y= 二 zx 可 以 作为 y= sinz 的 一 个 
很 好 的 逼近 ， 它 们 的 比率 -一 逐渐 趋 
近 于 1， 也 就 不 足 为 奇 了 . 

重要 技术 备忘录 上 面 这 个 例 
子 ， 惟 有 在 z 以 弧度 为 单位 时 才能 成 
并 ， 右 以 度 为 单位 就 不 行 了 .在 微 积 
分 里 ， 凡 是 看 到 函数 snz， 其 中 的 > 
都 是 以 弧度 为 单位 . 


难题 挑战 ” 试 解 lm Sz 


涉 么 办 呢 ? 先 将 分 式 的 分 于 分 
同 乘 以 5， 得 到 


EE DSIn9z 
0 9 无 
右 rz>0， 则 5z->0， 反 之 亦 然 ; 所 以 上 式 也 可 写成 : 
i 9sin5z 
5xr*0 J 


令 zx 一 5z， 于 是 上 式 就 可 以 写成 : 


bo I i 
lim 一 5lim 一 一 
一 0 之 z=0 


> 9。 


一 个 拿 去 问 任课 老师 的 好 问题 他 (她 ) 提 到 一 些 像 “ 当 z 趋 于 无 穷 大 
时 的 极限 ”之 类 的 字眼 时 ， 你 可 问 他 (她): 你 所 说 的 “无 穷 大 ”究竟 是 什么 ? 

错误 的 答案 ; 最 大 的 数 ， 大 到 不 能 再 大 ， 差 不 多 等 于 1010. 

正确 的 答案 :“z 的 值 要 多 大 就 有 多 大 ”的 简单 说 法 . 
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另 一 个 好 问题 ” 当 任 课 老 师 说 出 一 些 像 “这 个 极限 没有 定义 〈undefined) 
这 类 的 字眼 时 ， 你 可 以 间 他 (她 ):“ 没 有 定义 ”是 什么 意思 ? 

错误 的 答案 : 缺 之 肌肉 线条 ， 肌 内 松弛， 

正确 的 答案 : 不 等 于 任何 一 个 数 . 


常 犯 的 错误 当 你 试图 求 imf(z) 时 ， 你 拿 ec 代 人 zx， 有 时 就 会 得 到 一 个 
看 来 像 是 全 的 分 数 ， 表 示 在 这 个 时 候 ， 你 还 无 法 知道 这 个 极限 是 多 少 或 是 存 不 
存在 ， 但 许多 人 一 看 到 这 个 分 数 ， 就 误 认为 此 题 的 极限 不 存在 ， 这 是 不 对 的 ， 
更 糟糕 的 错误 则 是 ， 把 上 下 两 个 0 互相 抵消 而 得 到 1 事实 上 ，- 的 出 现 是 在 
告诉 你 ， 解 题 尚未 成 功 ,同学 你 仍 须 努力 ， 而 努力 的 重点 通常 是 做 一 些 化 简 . 
不 妨 牢记 lim 尝 这 个 范例 ， 只 要 你 一 做 化 简 的 运算 ,答案 3 即刻 显现 出 来 ， 一 


般 说 来 ， 如 果 你 得 到 的 是 像 立 之 类 的 分 数 ， 你 就 知道 这 个 极限 是 无 穷 大 ;要 是 


你 得 到 续 ， 极 限 就 是 0; 若 得 到 万， 则 你 哈 都 还 不 知道 ， 解 题 的 工作 尚 竺 


完成 . 


8.5 计算 机 与 极限 


我 们 知道 ， 所 谓 的 极限 ， 就 是 当 x 趋 近 于 某 一 个 a 值 时 ， 函 数 f(x) 所 趋 近 
的 一 个 值 ， 所 以 我 们 应 该 可 以 使 用 电脑 或 计算 机 ， 实 际 去 求 出 当 工 趋 近 于 a 
时 ，f(z) 所 趋 近 的 极限 . 

比方 说 ， 我 们 用 计算 机 ,把 一 连 串 靠近 0 的 值 (如 1，0.1，0.01，…) 


代入 sx 里 的 z， 就 能 够 看 出 lim saz 可 能 等 于 1， 我 们 从 计算 机 显现 的 数据 就 


能 看 出 ， 它 们 愈 来 愈 靠近 1. 
以 下 是 一 个 简短 程序 ， 可 叫 计 算 机 做 8 次 这 种 计算 . 


用 来 估算 极限 的 程序 范例 : 
1. A=0 


2. f(z) = 

. FORA= 1 TO8 

. A= f(101-*) 

. PRINT A 

. NEXT& 

这 个 程序 命令 计算 机 把 8 个 渐渐 靠近 0 的 z 值 ， 依 序 代入 函数 Smz， 算 出 


和 葵 案 并 一 一 列 出 ， 从 列 出 的 遂 数值 ， 你 会 发 现 这 些 值 很 迅速 地 向 1 靠拢 事实 
上 ， 你 可 以 把 这 个 程序 稍 做 修改 ， 用 在 所 有 的 极限 问题 上 . 


Gy cn 必 Co 


第 9 章 ， 连 续 性 ， 或 你 为 何不 该 在 不 连续 的 坡 道上 滑雪 


\ 各 这 性 或 人 为 何不 
在 不 省 续 的 直道 上 消 雪 


9.1 概念 


在 日 常生 活 中 ， 美 国 佬 说 : “Hey, let’s get some continuity here”， 其 意思 
就 是 “ 照 规矩 来 ， 别 出 花样 "， 也 就 是 不 希望 状况 每 4 分 钟 就 出 现 巨 大 变化 ; 
总 没有 人 会 希望 公司 一 下 子 就 把 全 部 员工 炒 鲍鱼 ， 换 上 一 批 新 手 ， 一 般 人 都 希 
望 一 切 事 情 按 正常 现状 继续 进行 , 不 至 于 中 断 . 这 “不 中 断 ”3 个 字 ， 就 是 连 
续 性 的 意义 所 在 了 .如 图 9.1 所 举 的 例子 ， 如 果 一 个 函数 能 够 不 中 断 的 继续 下 
去 ， 我 们 就 说 它 是 连续 的 . 

当 我 们 画 这 些 图 像 时 ， 笔 类 用 不 着 离开 纸 面 ， 一 笔 到 底 、 一 气 呵 成 .但 是 
图 9.2 里 面 的 两 个 图 像 就 不 一 样 了 ， 我 们 不 能 用 一 个 连续 动作 把 它们 画 出 来 . 
这 两 个 图 形 都 是 在 x=2 的 那 一 点 出 了 问题 ， 对 此 ， 我 们 就 说 该 函数 在 z=2 是 
“不 连续 的 ”. 


O x O x 
图 9.2 两 个 不 连续 的 函数 : 左边 的 缺 了 一 点 ， 右 边 的 错开 了 一 步 


9.2 连续 性 的 3 个 条 件 


现在 我 们 要 来 正式 定义 “连续 ”了 . 看 到 这 个 定义 包含 了 3 个 部 分 ,你 就 
知道 它 非 同 小 可 . 


定义 f(z) 在 zx=a 是 连续 的 ,条件 有 三 : 
1. f(a) 是 有 定义 的 . 

2. limf(z) 存 在 . 

3. limf (z)= f(a). 


让 我 们 瞧 瞧 上 面 这 3 点 究竟 讲 的 是 啥 . 


x* 条 件 1 的 意思 是 ， 我 们 所 考虑 的 这 个 点 z==a 的确 落 在 此 图 数 定 义 域 
内 .如 果 函 数 f(x) 二 Vx， 我 们 就 不 能 问 它 在 xz 一 一 4 是 否 连续 ， 因 为 这 个 函数 
在 负数 上 根本 没有 定义 . 

* 条 件 2 的 意思 是 说 ， 当 xz 从 a 的 左右 两 边 向 a 趋 近 时 ,该 限 数 的 值 会 同 
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某 个 值 趋 近 . 


x 条 件 3 说 的 是 ，f(z) 所 趋 近 的 那个 值 ， 就 等 于 它 在 a 那 一 点 的 函数 值 . 


现在 让 我 们 看 看 ， 这 些 条 件 各 处 在 什么 
情况 下 不 成 立 ， 从 图 9.3 所 显示 的 图 数 图 形 ， 
你 会 看 到 该 函数 在 z=2 那 一 点 上 有 定义 ， 
也 有 极限 存在 ,但 是 背 数 值 与 极限 偏偏 不 
相同 ， 所 以 条 件 3 不 成 立 ， 也 就 造成 该 函数 
在 Zz=2 不 连续 : 冰 数 一 路 走 来 到 达 2 时 ， 
暂时 跳 离 了 原来 的 路 线 ， 然 后 又 跳 回 到 老 
路 上 . 

在 图 9.4， 我 们 同样 看 到 函数 在 x 二 2 有 
定义 ， 但 极限 不 存在 ， 因 为 从 2 的 两 侧 求 得 
的 两 个 极限 并 不 相同 ， 所 以 条 件 2 不 成 立 . 

最 后 在 图 9.5 中 ， 屋 顶 开 了 天 窗 ， 男 数 
在 z 一 2 不 但 没有 定义 ， 极 限 也 不 存在 .这 
次 我 们 看 到 ， 图 像 两 半 的 线条 一 直 往 上 延 
伸 ， 到 了 页 面 之 外 还 不 会 相交 . 对 这 个 轨 
数 , “3 个 条 件 统 统 不 成 立 . 

如 果 图 数 的 图 像 完全 没有 缺口 ， 那 么 该 
商 数 对 所 有 的 z 就 都 是 连续 的 ， 也 就 是 在 
各 处 都 是 连续 的 .那么 ,什么 样 的 水 数 会 
具有 这 种 不 危及 请 雪 者 的 性 质 呢 ? 

像 z5 或 2z3 十 5z2 一 3z 十 8 这 样 的 多 项 
式 ， 就 是 处 处 连续 的 ，sinz 跟 cosz 也 是 一 
样 . 绝对 值 冰 数 也 处 处 连续 (即使 有 和 急 掏 
弯 的 地 方 )， 因 为 画 函 数 图 像 的 时 候 ， 你 用 
不 着 把 笔尖 抬 离 纸 面 . 至 于 多 项 式 分 式 


tzJ[ 其 中 的 p(z) 跟 g(z) 都 是 多 项 式 ]， 在 


q(z) 


/ 


[Is 本 
CD 
> 

* 


q(x) 不 等 于 0 的 所 有 点 +， 也 就 是 在 有 函数 值 的 所 有 点 ， 都 是 连续 的 (我 们 有 


”时 叫 这 种 函数 为 有 理 函数 )、 蕊 如 世 二 除了 z= 一 3 之 外 ， 在 其 他 各 处 都 是 
连续 的 . 

”此 外 ，tanz、secz 及 cscz 这 3 个 图 数 ， 在 它们 有 定义 的 部 分 是 处 处 连续 

的 ， 但 并 不 是 在 所 有 的 上 都 如 此 ， 所 以 ，tanz{ = Smz ) 在 cosx 一 0 以 外 的 点 


都 是 连续 的 ， 而 这 些 不 连续 的 点 就 是 zx 一 于 ，z=: 亚 ，2，… 


简 言 之 ， 你 每 天 面 对 的 所 有 标准 函数 ， 在 它们 有 定义 的 地 方 就 是 处 处 连续 
的 、 所以， 简单 明 了 ,“ 某 某 函数 在 何 处 是 连续 的 ?” 这 个 问题 的 答案 ， 几 乎 永 
远 是 “凡是 某 某 函数 有 定义 的 地 方 ” 

但 是 ， 这 条 规则 会 有 例外 ， 那 就 是 当 我 们 碰 到 多 重 性 格 函数 的 时 候 ， 这 种 
函数 在 不 同 的 z 值 上 ， 有 不 同 的 定义 ， 因 此 我 们 得 逐一 检查 每 一 个 分 界 点 . 


| ”例题 试 找 出 下 面 这 个 浮 数 的 不 连续 点 : 

| 0， 如果 xz< 一 1，. 
Z 十 1， 如 果 一 1<z 委 0， 
2 ， 如 果 0<<z<1， 
1， 如 果 Z 一 1， 


f (x) = 


] 
2 一 7， 如 果 1 一 开 , 
由 于 二 仅 有 一 个 明显 的 缺口 ， 因 此 上 面 这 个 函数 除了 z=? 以 外 ， 在 其 
余 各 点 都 有 定义 ， 用 来 定义 这 整个 函数 的 各 个 函数 ， 也 就 是 0、z 十 1、z? 以 及 
2 二 ， 在 各 种 有 定义 的 地 方 就 是 处 处 连续 的 ， 所 以 对 /(x) 的 连续 性 ， 我 们 需 


要 检查 的 就 只 有 位 于 这 些 函数 分 界 的 几 个 点 ,， 即 z= 一 1，x==0 跟 zx=1. 
首先 让 我 们 瞧 瞧 z= 一 1: 
lim f(z) 一 lim 0=0 ， 
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lim f(z)= iim Gz 1)= 1 LD, 
左 极限 跟 右 极 限 相 等 ， 所 以 极限 存在 .另外 ， 由 于 在 x= 一 1 处 函数 值 等 于 0， 
所 以 
lim f(z)=0=/(—1). 
因此 这 个 函数 在 z = 一 1 处 , 满足 了 连续 的 3 个 条 件 ， 故 f(z) 在 此 处 是 连 
续 的 . 
其 次 来 看 zx 一 0: 
lim f(x)= lim (zx+1)=1, 
而 
lmf(z)= limz = 0. 
在 z=0 这 个 点 ， 左 极限 与 右 极限 均 存在 ， 但 显然 并 不 相等 ， 所 以 极限 不 存在 
所 以 我 们 说 ，f(z) 在 z=0 不 连续 . 
最 后 看 看 x==1 的 情形 : 
lim f(z)= lmx*=1, 
而 
lim f(z)= lim 2s=1, 


左右 极限 相等 ， 表 示 这 一 点 上 的 极限 存在 . 
又 由 于 函数 值 在 z=1 等 于 1， 即 : 
limf(z)=1=f(1). 

所 有 3 个 条 件 都 成 立 ， 因而 我 们 说 该 函数 在 
ZX 三 1 连续 . 

所 以 , 最 后 的 结论 就 是 ， 此 函数 除了 
z= 二 0 跟 z=2 两 点 之 外 ,在 其 他 任何 点 都 是 
连续 的 . 图 9.6 就 是 此 男 数 的 图 形 . 


例题 试 判定 函数 f(z) 一 | 二 ?| 在 
何 处 是 连续 的 . 


当 我 们 面 对 这 个 函数 时 ， 注 意 到 的 第 一 件 事情 就 是 ， 在 z 一 2 的 时 候 ， 分 
母 等 于 0.， 好 ! 光 这 一 个 事实 就 足以 告诉 我 们 ， 这 个 另 数 在 xz 一 2 不 连续 ， 因 
为 在 这 一 点 上 ， 此 男 数 设 有 定义 ! 也 就 是 说 z=2 压根 儿 不 在 此 呐 数 的 定义 域 
四， 那么 其 他 的 点 呢 ? 

从 外 表 看 起 来 ， 此 函数 虽然 不 像 是 分 段 函数 ， 但 事实 上 它 只 是 做 了 伪装 而 
已 。 让 我 们 用 前 面 讲 到 的 绝对 值 闹 数 定 义 ， 把 这 个 水 数 重 写成 下 面 这 个 比较 明 
显 的 形式 : 


一 如 果 z 一 2 盖 0， 


| z 一 2 1 _ 工 一 2 


X22 一 (一 
2, 如 果 x 一 2<0. 


你 可 能 会 注意 到 ， 当 z 一 2>0 与 zx 一 2<0 时 ， 罚 数 都 有 定义 , 惟有 x 一 2=0 
那 一 点 例外 ， 换 名 话说 ，xz=2 这 一 点 不 在 定义 域内 ， 因 而 图 数 在 该 点 没有 
定义 . 


我 们 可 以 把 上 式 化 简 成 : 
| z 一 2 | -1 如 果 zx 一 2>0， 
一 2 一 1]， 如 果 x 一 2 过 0. 


ZX 一 2 之 0 的 另 一 个 写法 是 zx>2. 同 理 ，x 一 2 过 0 可 以 写成 zx 二 2. 也 就 是 说 ， 
我 们 这 个 看 起 来 很 吓人 的 函数 其 实 就 是 : 

z 一 2 | 人， 如 有 宁 Zz>2， 

Z 一 2 = 如 果 zx<2. 


我 们 知道 ，1 眼 一 1 是 连续 函数 ， 所 以 总 括 来 说 ,函数 2 上 除了 在 z= 
2 处 不 连续 外 ， 在 其 他 点 都 是 连续 的 .还 有 ， 由 于 在 z= 2 处 左右 两 极限 并 不 
相同 ， 所 以 lim -| 二? 上 也 不 存在 . 
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好 了 ,现在 我 们 终于 讲 到 了 微 积 分 观念 的 精髓 ， 这 可 是 进入 微 积 分 初步 里 
面 最 重要 的 一 个 单元 .何谓 导数 ? 为 何 大 伙 把 它 看 得 那么 重要 ? 又 为 什么 几乎 
每 一 个 修 过 微 积 分 的 人 ， 都 对 这 个 简单 的 概念 闻 之 色 变 ? 

膏 罕 了 ， 导 数 这 玩意 儿 真 的 相当 简单 ， 一 言 以 两 之， 就 是 “斜率”. 


例题 ( 抓 羊 ) 假设 你 即将 
背 着 一 只 打 了 麻醉 药 的 羊 ， 走 上 山 
坡 . 我 们 先 把 山脚 下 位 置 的 坐标 设 
定 为 (0，0)， 即 原点 ， 当 你 从 山 
脚 走 上 山坡 的 时 候 ， 你 的 工 坐标 与 
y 坐标 都 同时 随 着 你 的 移动 而 改 
变 ， 事实 上 都 在 增加 .让 我 们 取 
h(x) 为 在 工 点 上 的 山坡 高 度 ， 所 
以 函数 几 (Zz) 的 图 像 ， 也 就 是 满足 
方程 式 y 二 h(x) 的 点 所 连 成 的 曲 
线 ， 就 是 这 个 山坡 的 轮廓 ， 如 图 
10. 1 所 示 . 


由 于 你 是 背 着 一 只 羊 疏 坡 ， 所 以 你 最 关切 的 是 你 走 过 的 任意 一 点 的 陡峭 程 
度 ， 因 为 全 是 陡峭 ， 坡 就 愈 难 仆 .负数 h(z) 的 导数 ， 正 是 这 个 山坡 在 z 点 的 
陡峭 程度 ， 我 们 以 (zx) 来 表示 . 


警 如 说 ， 我 们 假设 (10) 二 二， 这 就 表示 你 在 x 方向 上 走 了 10 英尺 之 后 ， 


到 达 的 新 位 置 的 陡峭 程度 等 于 二 ， 而 所 谓 的 陡峭 程度 二 ， 是 反映 你 在 水 平方 向 


每 移动 1 英尺 (差不多 一 小 步 的 距离 )， 你 必 能 垂直 向 上 移动 2 英寸 ， 这样 的 
坡度 还 不 算 陡 . 

不 过 ， 如 果 我 们 假设 (20) 二 5， 那 么 当 你 在 zx 方 向 上 走 了 20 英尺 时 ， 会 
发 现 你 脚下 的 地 点 非常 陡峭 ， 有 多 陡 呢 ?相当 于 每 向 水 平方 向 横 移 1 英尺 ， 你 
就 能 上 升 5 英尺 ! 这 时 你 恐怕 需要 一 套 登山 装备 ， 另 外 还 需要 替 那 头羊 准备 一 
个 绞盘 . 

如 果 再 假设 叉 (30)= 一 2 呢 ? 
那 就 是 说 当 z= 30 时 ， 你 脚底 下 
的 地 面 是 每 横 移 1 英尺 ， 就 会 在 
垂直 方向 移动 一 2 英尺 ， 换 句 话 
说 ， 你 正在 下 坡 ， 这 时 你 只 要 让 
那 头羊 深 下 山坡 就 得 啦 (如 图 
10. 2 所 示 ). z 

当然 ， 导 数 的 功用 不 限于 用 
来 把 麻醉 过 的 羊 拒 上 山坡 ,它们 
还 可 以 应 用 在 更 为 一 般 的 状况 
下 ,比如 麻醉 过 的 绵羊 啦 ， 麻 醉 
过 的 土 拨 鼠 啦 ， 甚 至 麻醉 过 的 小 
型 美洲 水 牛 等 等 ， 除 了 对 上 述 用 
来 测 一 只 羊 的 海拔 高 度 的 函数 
外 ， 导 数 更 可 以 用 在 许多 其 他 的 
函数 上 . 
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例题 (猫头鹰 ) 假设 你 的 工作 是 在 推销 塑胶 制 的 猫 头 庆 ， 另 外 有 一 群 塑料 
草坪 装饰 专家 (一 群 MBA)， 帮 你 决定 出 一 个 利润 函数 ， 可 以 从 每 只 猫 头 庆 的 售 
价 莫 出 你 将 得 到 的 利润 。 你 想 用 这 个 函数 ， 定 出 一 个 最 合适 的 单价 ， 目 的 是 要 使 


你 的 利润 最 大 . 


换言之 ,你 所 要 知道 的 


就 是 ， 这 个 利润 函数 会 在 何 
处 到 达 最 高 点 .如 果 把 函数 
图 像 画 出 来 ,你 会 看 到 这 个 
最 高 点 就 在 此 函数 既 不 增加 
也 不 递减 的 一 瞬间 ( 见 图 
10.3). 就 在 一 判 那 ， 函 数 的 
变化 率 等 于 0. 若 用 让 人 肃 
然 起 敬 的 数学 术语 来 说 ， 就 
是 “在 最 高 点 的 导数 为 0”. 
够 简单 了 吧 ! 知道 了 这 个 重 
要 的 事实 之 后 ， 我 们 就 可 以 
用 它 来 找 出 最 高 点 ， 定 出 这 
些 耐 磨损 猫 头 应 的 最 佳 
售 价 . 


例题 (车 赛 ) 在 第 三 
个 例子 中 ， 我 们 假设 你 正在 参 
加 一 场 高 速 车 赛 ， 你 坐 在 你 那 
辆 超大 马力 、 烧 汽油 跟 喝 水 似 


$1.00 $2.00 $3.00 $4.00 $5.00 
每 只 猫头鹰 的 价格 


和 


的 客车 翅 驶 室 里 ， 在 起 跑 线 蕾 势 待 发， 引擎 一 阵 阵 不 断 翅 吼 ， 比 赛 一 开始 ， 函 数 
71) 就 会 告诉 你， 你 的 车 子 在 上 时刻， 离开 起 跑 线 的 距离 ， 而 上 一 0 就 代表 鸣 枪 开 


赛 的 一 去 时 . 


在 这 种 比赛 场合 里 ， 你 最 关心 的 当然 是 你 的 车 速 一 -无 怪 乎 每 辆 汽车 都 少 


不 了 车 速 表 ， 然 而， 速率 不 就 是 位 置 的 变化 率 吗 ? 就 好 像 “ 每 小 时 110 英里 ”， 
8 的 就 是 速率 ， 是 在 某 一 单位 时 间 内 移动 的 距离 。 如 果 太刀 是 个 位 置 函 数 ， 那 
么 导数 六 (六 就 是 该 位 置 函 数 的 变化 率 ， 正 好 就 是 速率 ,在 你 的 车 赛 过程 中 ， 
车 速 一 直 在 变 ， 开 始 的 一 刹那 ， 车 子 还 在 起 跑 线 后 面 ， 速 率 是 每 小 时 0 英里 ; 
然后 车 子 冲 了 出 去 ， 速 率 也 愈 来 愈 快 ,一直 加 速 到 车 子 的 最 高 速率 ， 每 小 时 
130 英里 ; 而 当 车 子 冲 过 终点 线 ， 车 尾 射出 减速 企 ， 车 子 就 又 减速 到 停止 
下 来 . 

所 以 ,在 整个 车 赛 过 程 中 ， 你 的 导数 从 0 上 升 到 130， 然 后 再 下 降 回 到 0 
车 速 表 的 用 途 只 是 在 随时 告诉 你 ， 你 在 任何 一 个 时 间 的 位 置 的 导数 为 何 ， 因 
此 ， 车 速 表 也 可 以 称 为 “导数 显示 计 ”， 只 是 念 起 来 稍微 握 口 了 一 些 ， 而 且 也 
会 占 满 汽车 零件 目录 里 的 篇 幅 

假如 在 比赛 开始 之 前 ， 你 由 于 紧张 过 度 ， 不 知 不 觉 把 车 子 误 放 在 倒 挡 上 ， 
结果 会 怎样 呢 ? 哈 ! 当红 灯 变 绿 ， 比 赛 开 始 ， 你 的 左 脚 离开 离合 器 ， 右 脚 把 油 
门 踩 到 底 ， 然 后 你 就 会 发 现 车 子 向 后 喷射 了 回去 当然， 如 果 你 只 是 一 个 劲 地 
盯 着 眼前 的 车 速 表 ， 你 还 不 会 察觉 是 怎么 回 事 呢 ， 因 为 那个 素 玩 意 儿 向 来 不 显 
示 负 的 数值 。 你 的 车 速 实际 上 是 每 小 时 一 130 英里 ， 方 向 与 你 预期 的 恰恰 相 
反 ! 如 果 你 发 现 车 子 是 在 后 退 ， 那 是 因为 你 从 后 照 镜 里 看 到 你 的 技师 们 的 惊 芒 
脸庞 ， 正 以 惊人 的 速率 在 变 大 ， 这 时 你 可 以 说 ， 你 的 位 置 函 数 的 导数 为 一 130. 


快速 复习 ”到 目前 为 止 ， 本 章 的 重点 是 要 你 明白 一 个 概念 ， 那 就 是 ， 函 数 
y 二 f(z) 的 导数 了 (zx)， 表 示 该 函数 的 变化 率 ， 如 果 导 数 是 个 很 大 的 正 值 ， 表 
示 该 函数 正在 疾 速递 增 ; 如 果 导 数 是 个 相当 小 的 正 值 ， 表 示 函 数 也 在 递增 ， 只 
是 递增 得 很 缓慢 ， 若 导数 是 负 值 ， 表 示 函 数 在 递减 ， 如 果 导 数 等 于 0， 表 示 函 
数 至 少 在 此 瞬间 是 既 不 递增 、 也 不 递减 ， 维 持 水 平一 它 正 在 犹豫 不 决 ， 哪 儿 
都 不 去 . 

好 啦 ! 导数 就 是 这 么 回 事 儿 ， 但 是 当然 ， 我 们 还 遍 掉 了 一 个 非常 基本 的 问 
题 ， 那 就 是 如 何 算出 导数 ， 璧 如 说 ， 你 要 如 何 测量 出 山坡 有 多 陡 呢 7 其 实 ， 陡 
峭 程 度 跟 斜率 意义 相同 ， 所 以 这 个 问题 就 是 想 要 把 山坡 上 每 一 点 的 斜率 都 算出 
来 ， 但 正如 图 10. 1 与 图 10. 2 所 示 . 我 们 是 用 一 条 曲线 来 代表 山坡 的 ， 而 且 我 们 
只 知道 如 何 测量 直线 的 斜率 ， 对 于 曲线 还 没有 办 法 . 


第 10 章 ”何谓 导数 ， 变 才 是 硬 道理 


”所 以 ， 我们 势必 得 先 画 一 条 直线 ， 用 以 代表 曲线 (山坡 ) 在 某 一 点 上 的 斜 
率 ， 而 这 条 直线 的 斜率 就 是 导数 了 . 


如 图 10.4 所 示 ， 在 点 (z, A(z)) 跟 山 坡 相 接触 、 而 且 斜 率 就 等 于 山坡 在 
该 点 的 陡峭 程度 的 直线 ， 称 为 “切线 "， 下 一 步 我 们 要 讨论 ， 如 何 实际 计算 出 
切线 的 斜率 . 


PA ly 
本 数 的 极限 定义 : 
求 子 数 的 肪 烦 方法 


11.1 定义 导数 


现在 我 们 权 进 一 步 解释 导数 的 正式 定义 ,而 且 不 再 使 用 前 面 那 种 模糊 的 说 
法 ， 如 “导数 是 用 来 度量 函数 的 变化 有 多 快 的 "， 或 者 是 有 关 斜 率 的 各 种 类 比 . 
疯 蚀 ! 我 们 现在 要 很 明确 ， 绝 对 明确 . 

开头 第 一 个 问题 是 ,我 们 究竟 要 用 导数 
来 度量 什么 ? 这 个 嘛 ,我们 的 确 是 要 用 它 来 
度量 疯 数 的 变化 到 底 有 多 快 ， 但 这 到 底 是 什 
么 意思 啊 ? 我 们 来 看 图 11. 1 里 的 两 个 函数 
y 一 SCz) 与 y 王 A(z) 的 图 像 . 

请 注意 ，z 轴 上 标示 着 一 点 zx, 而 且 
sz) 的 图 像 随 着 z 而 增加 的 程度 ， 远 较 f(zx) 
的 图 像 大 得 多 ， 如 果 这 两 条 曲线 都 代表 长 时 
间 下 来 的 利润 函数 ， 那 么 我 们 铁定 非常 喜爱 
gz)， 原 因 是 g(x) 陡 峭 得 多 ， 意 味 着 利润 会 
增加 得 相当 快 . 
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当然 ， 光 这 样 比较 ， 仍 然 不 够 明确 ， 我 们 还 想 知道 自己 的 利润 究竟 增加 得 
多 快 ， 如 何 才能 在 家 人 团聚 一 块 吃 年 夜饭 时 ， 说 出 明确 的 数字 ， 让 众 亲戚 乔 目 
相 看 ， 换 名 话说， 我 们 想 知 道 如 何 精确 度量 出 函数 图 像 在 x 那 一 点 的 斜率 . 

山坡 的 陡峭 程度 也 可 称 作 坡 度 (斜率 )， 所 以 我 们 真正 要 度量 的 ， 就 是 函 
数 图 像 在 z 那 一 点 的 斜率 . 

但 是 ， 曲 线 的 斜率 到 底 是 指 什么 呢 ? 
我 们 只 知道 怎么 去 解释 直线 的 斜率 ， 所 
以 , 我 们 得 先 取 一 条 通过 点 (z，g(z)) 
的 直线 ， 让 它 的 倾斜 程度 与 该 曲线 相同 ， 
然后 度量 出 这 条 直线 的 斜率 一 一 我 们 将 在 - 
此 当做 该 曲线 的 斜率 . 

我 们 要 找 的 直线 ， 会 与 函数 曲线 在 点 
(zx, 8g(z)) 附近 依稀 近似 ， 我 们 称 这 条 直 
线 为 曲线 的 切线 ( 见 图 11. 2). 

所 以 请 记 住 ， 函 数 y>=g(z) 在 z 的 导 
数 ， 正 好 就 等 于 函数 曲线 在 点 (zx，g(z)) 
处 之 切线 的 斜率 . 

当然 ， 有 个 不 错 的 问题 是 :“ 通 过 
(z, g (z)) 的 直线 可 能 有 无 限 多 条 ， 你 凭 
什么 知道 那 一 条 切线 ?” 我 们 先 瞧 瞧 ,在 
该 点 与 曲线 相关 的 任何 一 条 直线 ， 是 否 都 
是 切线 呢 ? 显然 不 是 . 图 11.3 就 显示 了 这 
样 一 条 直线 , 但 一 看 就 知道 它 绝 不 是 
切线 . 

看 来 我 们 在 定义 切线 的 方法 上 ， 也 不 
能 打 马 虎 眼 ， 必 须 非常 小 心 从 事 . 那么 切 
线 到 底 是 什么 样 的 直线 呢 ? 我 们 所 希望 的 
切线 是 ， 直 线 刚好 在 某 一 点 上 轻 碰 到 函数 
曲线 、 而 且 跟 曲线 的 走向 一 致 . 

让 我 们 试 试 下 面 这 个 主意 ! 如 图 11. 4 


所 示 ， 在 z 点 右边 不 远 处 (距离 为 h) 另 取 一 点 ， 然 后 在 此 点 的 正 上 方 ， 找 到 
了 曲线 上 的 另 一 点 ， 因 此 这 点 的 坐标 是 (zx 十 h, g(x 十 h)). 
数 图 形 上 任何 一 点 的 坐标， 都 一 定 等 于 该 点 的 并 坐 标 代 人 函数 之 后 得 到 的 图 


数值 ， 否 则 这 个 点 便 无 法 落 在 函数 图 像 上 了 )， 

现在 ， 我 们 画 一 条 直线 ， 让 它 通过 这 个 
点 及 原先 的 (z, g(x)). 这 条 直线 并 不 是 
我 们 要 找 的 切线 ， 不 过 它 已 经 相当 接近 我 
们 所 要 的 切线 了 . 这 条 直线 ， 我 们 称 之 为 
“ 割 线 "” ， 以 S 来 代表 . 

这 条 割 线 的 斜率 是 多 少 呢 ? 我 们 来 计算 
一 下 【我们 把 它 称 作 和 斜率 (S) 好 了 了]: 


斜率 (S) = 和 


0 


my 
(xd ) 二 立 


TL) 
h 


请 注意 ， 这 时 如 果 我 们 去 移动 第 二 个 
点 ,让 它 沿 着 g (zx) 的 曲线 逐渐 靠近 第 一 
个 点 〈 亦 即 让 大 缩小 ， 最 后 变 成 0) ， 割 线 5 
Snes pe den 
逼近 ( 见 图 11. 5). 

从 图 11;5 可 以 看 出 ， 当 第 二 点 沿 着 曲线 : 
逐渐 向 第 一 点 靠拢 时 ， 割 线 的 斜率 ， 即 斜 
率 〈S) ， 也 会 朝向 切线 的 斜率 即 斜率 〈T) ， 
逐渐 靠近 ， 而 斜率 〈T) 就 是 我 们 要 找 的 目 
标 .我 们 也 可 以 把 这 段 叙述 简单 写成 : 当 
/~~0， 斜 率 (S)~ 斜 率 (T)。 若 用 式 子 表示 ， 
就 是 : 

斜率 (T)==lim 人 下 名 一 2(22 


(请 牢 牢记 住 ， 图 
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由 于 我 们 寄 希 望 于 z 处 的 切线 斜率 与 图 数 在 该 点 的 导数 是 同一 样 东 西 ， 所 
以 我 们 得 出 以 下 的 定义 : 
定义 ”函数 g(x) 在 zz 处 的 导数 ， 写 成 g(x)， 而 且 定义 为 
Nth A 


g (7)=lim 
这 个 式 子 看 起 来 很 眼熟 ， 是 不 是 ? 不 错 ， 它 就 是 一 个 极限 ， 跟 我 们 在 第 8 
章 讨论 过 的 极限 没 两 样 ， 它 居然 可 以 应 用 到 这 儿 ， 用 来 计算 活生生 的 导数 1 


例题 求 f(x)=zx? 的 导数 ， 


依照 上 面 的 定义 ， 我 们 要 找 的 其 实 就 是 
f(z)=lim A 帮工 ) 


我 们 从 题目 得 知 f(x) 二 zx? ,那么 用 x 十 h 分别 代 入 等 号 两 边 的 z+， 就 可 以 
得 到 f(z 十 h) 二 (zx 十 h)?. 于 是 ， z 
f(z)=lim < 一 
i 2rhi hr 


lim h 


]; 27zA 十 Ah 
Im 一 


站 -站 


1 六 27 十 疡 ) 
im p 一 


lim( 27 十 屎 ) 一 27， 
(因为 2z 项 中 没有 hh， 以 至 于 在 我 们 取 极 限 ， 让 有 变 成 0 的 时 候 ， 剩 下 了 2z. ) 
f(z)=72, 
那么 
f(x)=2x. 
石 以 文字 表示 ,这 就 是 说 ， 只 要 你 任 选 一 个 zx 值 ， 我们 马上 就 能 告诉 你 f(x)= 
Zz 这 条 限 数 曲线 在 z 处 的 切线 斜率 ， 比 方 你 说 z=1， 我 们 马上 会 回答 说 : 
f (1)=2(1)=2. 


现在 瞧 瞧 图 11.6， 并 且 估 算 一 下 在 z==1 
处 的 切线 斜率 ， 如何? 它 的 斜率 果然 差不多 
等 于 2. 

若 你 接着 说 z= 一 1， 我 们 会 说 : 

f(—1)=2(—1)=—2. 

我 们 再 瞧 瞧 图 11.6， 果 然 不 错 ， 在 z= 一 1 处 
的 切线 ， 其 斜率 无 疑 是 负 值 ， 而 且 差 不 多 
为 一 2. 

最 后 你 说 z=0 处 的 切线 ， 我 们 马上 说 : 

f (0)=2(0)=0. 

意思 是 该 曲线 在 z=0 处 的 切线 斜率 应 该 等 
于 0， 也 就 是 该 切线 是 水 平 的 . 瞧 ， 果 不 其 
然 ! 多 神奇 呀 ， 不 是 吗 ? 

下 面 让 我 们 再 做 一 个 有 名 的 例题 . 


例题 如果 f(x) 二 Vx， 试 求 (x). 


依 样 画 戎 六 ， 我 们 得 到 
g (xz)= 2 be 人 =- 宕 -~ 


EE [| 
NE J 


i (Sh 
0 有 hh(VZXz 二 h 二 Vx) 


; 有 h 由 
Rd +Vz) 
了 
i ge 
上 面 的 演算 重点 在 第 二 步 ， 我 们 使 用 了 一 个 小 小 的 代数 技巧 ， 即 把 它 乘 上 


下 全 业 2 一 旦 用 了 这 个 技巧 ， 下 面 可 就 畅通 无 阻 了 ， 但 若是 悟 不 
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出 这 一 步 ， 那 可 就 走 进 了 死胡同 咪 ! 
警告 有 的 时 候 : lim &z 一 2 一 &(Z) 不 存在 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 导 
数 g(x) 没 有 定义 . 


11.2 导数 极限 定义 的 其 他 形式 


正如 你 在 和 撞 你 车 的 人 理论 时 说 的 话 : “ 喂 ! 你 的 保险 杆 不 知 为 什么 撞 到 
了 我 的 保险 杆 ， 我 认为 你 应 该 赔偿 我 的 财产 损失 !” 这 可 以 用 各 种 不 同 的 方式 
说 出 来 ， 导 数 的 基本 定义 也 不 例外 ， 但 是 各 个 说 法 骨子里 其 实 都 一 样 ， 不 妨 找 
一 个 你 觉得 最 顺眼 的 使 用 就 是 了 .譬如 一 个 最 相当 常见 的 定义 ， 是 以 Az 取代 
我 们 前 面 所 用 的 h: 
f (xz) = lim {ra AD 


你 可 能 对 布 腊 文 字母 不 是 很 熟悉 ， 因 而 不 知道 那个 在 z 前 面 的 三 角形 ,是 
一 个 大 写 布 腊 字 母 ， 读 作 delta， 相 当 于 英文 字母 的 D， 据 说 牛顿 年 轻 的 时 候 ， 
由 于 先天 有 某 种 障碍 缺陷 ， 无 法 精通 某 种 秘密 的 握手 方式 ， 结 果 不 幸 因 此 被 一 
个 名 称 中 带 A 的 兄弟 会 ， 拒 绝 了 他 的 人 会 申请 . 当时 他 当然 非常 失望 ， 叫 人 意 
想不到 的 是 ， 他 后 来 竟然 幽默 地 用 了 这 个 让 他 毕生 最 伤心 的 字母 ， 作 为 他 一 生 
最 伟大 成 就 〈 微 积分 ) 的 基石 . 他 用 了 Az 这 个 符号 ， 代 表 z 的 微小 变化 . 
我 们 还 可 以 让 原来 的 定义 改动 幅度 更 大 ， 璧 如 说 ， 第 一 步 ， 用 ae 取代 z. 
(有 何不 可 ?) 于 是 我 们 就 得 到 : 
广 (a) 一 lim Heh —Ae). 
现在 ,我 们 再 用 一 个 新 的 +， 并 假设 +=a 十 h， 这 样 一 来 ， 当 有 向 0 趋 近 
的 时 候 ， 就 相当 于 z+ 向 a 趋 近 .所 以 我 们 可 把 上 式 改写 为 : 
f (a)=lim DLA. 
从 外 表 看 起 来 ， 就 跟 原来 的 定义 相当 不 一 样 了 ， 不 是 吗 ? 但 是 它们 说 的 其 
实 十 同一 回 事 ， 只 是 经 过 了 一 道 回收 再 利用 的 程序 ， 就 像 把 喝 完 的 塑料 瓶 做 成 


地 秩 材 料 一 样 . : 

那么 ， 什 么 时 候 你 才 会 用 到 本 章 所 说 的 极限 定义 ， 去 计算 导数 呢 ? 大 概 是 
一 百 万 年 里 会 用 到 一 次 ， 而 在 这 一 节 ， 就 是 那 惟一 的 一 次 ! 在 下 一 章 ， 我 们 将 
建立 一 套 直截了当 的 求 导数 巷 则 ， 除 了 极 少数 极 不 寻常 的 例子 外 ， 这 套 靶 则 几 
乎 可 以 用 在 所 有 的 函数 上 ， 而 且 比 起 直接 应 用 导数 的 极限 定义 ， 要 简单 得 太 多 


太 多 啦 ! 
对 函数 f(x) 的 导数 ， 写 法 也 不 只 一 种 ， 敬 如: 
: f(z) 
或 
df 
z jr 
或 是 那些 性 情 怪 信 的 物理 学 家 所 喜爱 的 : 
了 


又 因为 我 们 经 帝 令 ?= A(z) ， 所 以 我 们 还 有 另外 3 个 写 导数 的 选择 ， 那 


f 


> 


< . 
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| 第 22 章 


My) smn 
jy 简单 方法 


我 们 在 这 一 章 要 讨论 的 ， 是 个 极 重 要 的 核心 议题 . 等 你 将 来 老 了 ， 退 休 
了 ， 住 进 了 养老 院 ， 只 能 用 吸管 吸 你 的 晚餐 的 时 候 ， 本 章 谈 到 的 这 些 内 容 ， 大 
概 会 是 你 对 微 积 分 还 能 依稀 记得 的 那 部 分 了 .幸运 的 是 ， 求 导数 的 各 种 基本 技 
巧 不 难 掌握 . 


12.1 微分 法 的 基本 法 则 


我 们 能 说 什么 呢 ? 不 就 是 要 记得 滚 瓜 烂熟 、 倒 背 如 流 吗 ， 这 些 法 则 对 于 微 
积分 之 重要 性 ， 犹 如 你 在 开车 时 ， 得 随时 记 住 “不 能 闯红灯 ”"、“ 不 能 思 过 行 
人 ”等 等 法 则 . 


12.2 豁 法 则 
这 是 微 积 分 基本 法 则 中 最 让 人 印象 深刻 的 法 则 ， 不 信 你 可 以 到 马路 上 ， 随 


便 拦 住 一 个 人 ， 间 间 他 (她 ):“ 你 对 微 积分 记得 些 什 么 ?” 你 问 过 就 知道 ， 大 
多 数 念 过 微 积 分 的 人 ， 经 过 了 一 些 岁 月 之 后 能 够 想起 的 ， 可 能 就 是 这 个 寡 法 则 


了 . 除 此 以 外 ， 它 的 英文 名 字 听 起 来 也 非常 有 力 : power rule (直译 成 “强力 


统治 ) 


Cz") —ne"! 。 


名 字 回 然 不 同 几 啊 ,但 是 它 究竟 代表 什么 意思 呢 ? 式 子 里 的 可 以 是 任何 
数字 ， 所 以 如 果 我 们 让 n 等 于 3， 就 得 到 : 


(3)=37. 
如 果 让 n 等 于 5， 就 得 到 


/ (x5)=5z4, 
如 果 让 nn 等 于 1， 就 得 到 : 
全 (zl) 一 1z0 一 1 


这 是 个 特例 ， 值得 特别 记 牢 ， 所 以 让 我 们 重复 一 次 : (7)=1. 


以 上 几 个 例子 里 的 都 是 正 数 ， 其实 负数 也 是 一 样 的 .比方 说 让 等 
于 一 2， 我 们 就 得 到 : 


(zr-? ) 一 一 2z 一 3. 
如 此 一 来 ， 求 二 的 导数 就 不 成 问题 啦 ; 


EE)- 


事实 上 ，7? 不 但 可 以 是 正 数 与 负数 ， 还 可 以 是 分 数 昵 ! 所 以 ， 求 Vz 的 导数 
也 不 成 问题 ， 因 为 


] _ 1 
ET)=L (rt)=ir-t. 


除 此 以 外 ,还 有 一 件 事情 是 一 般 任课 老师 在 微 积分 人 门 课程 里 很 少 提起 
的 ， 那 就 是 : ”不 必 是 个 有 理 数 一 一 但 我 们 现在 就 透露 给 你 ， 让 你 比 你 的 同学 
嘻 些 有 个 心理 准备 ， 因 此 ,nn 也 可 以 是 x 跟 V2 之 类 的 无 理 数 ， 比 如 说 : 


全 (zx) 一 xzxr1. 
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我 们 知道 ， 大 家 一 见 到 指数 * 一 1， 心 里 就 会 产生 一 股 冲动 ， 想 把 它 化 简 
一 下 ， 其 实 最 好 别 去 动 它 ， 维 持原 样 就 好 ， 因 为 愈 动 它 反而 愈 嘟 唆 ， 只 要 你 在 
心里 把 x 一 1 想 成 一 个 大 约 等 于 2. 1416 的 数 ， 那 就 得 啦 . 


一 个 漂亮 的 问题 ”只 用 归纳 法 与 积 法 则 ， 是 否 有 可 能 证 明 ”为 整数 的 寡 法 
则 呢 ? 


好 ! 这 问题 问 得 太 酷 啦 ， 因 为 大 概 除 了 讲 合 上 的 老师 之 外 ， 课 堂 里 大 概 疫 
有 人 能 听 得 懂 你 在 问 什 么 .当然 ， 像 这 样 出 风头 要 担 点 风险 .一 方面 ， 你 这 个 
问题 一 出 口 ， 听 起 来 非常 有 智慧 ， 会 让 你 在 教授 心目 中 的 印象 瞬间 窜 升 ， 远 远 
超过 班 上 那些 泛 沁 之 全 的 同学 . 如 果 你 的 教授 生性 老实 ， 中 了 你 的 滞 将 法 ， 即 
刻 会 撒 开 一 切 ， 开 始 用 归纳 法 与 积 法 则 ， 示 范 证 明 穴 法 则 ， 那 么 你 在 众人 心目 
中 就 建立 了 地 位 ， 至 少 在 这 个 学 期 结束 之 前 都 会 屹立 不 摇 。 不 过 话说 回来 ， 如 
琳 你 的 教授 不 吃 你 这 一 套 ， 反问 你 说 : “ 依 你 看 呢 ?” 而 你 只 能 支 支吾 吾 地 回 
谷 :“ 嗯 ， 啊 ， 隔 …… 我 不 知道 …… 只 是 随便 问 问 ……” 这 下 子 就 糟 啦 . 


12.3- 积 法 则 


好 啦 ， 言 归 正 传 ， 这 个 “ 积 法 则 ”可 是 一 个 非常 关键 的 法 则 ， 微 积分 若是 
少 了 它 ， 便 只 能 跟 一 堆 极其 简单 无 聊 的 函数 打交道 ， 肯 定 永远 混 不 出 什么 名 堂 
来 ， 璧 如 说 ， 假 设 我 们 有 个 函数 (x) ， 而 它 又 是 另外 两 个 函数 f(z) 眼 g(z) 的 
乘积 ， 也 就 是 A(z) 一 F(z)g(z)， 现 在 ， 我 们 想 取 刀 的 导数 ， 怎 么 办 呢 ? 第 一 
个 内 过 你 脑海 的 念头 可 能 是 全 (fg) = Ag'， 但 不 幸 的 是 ， 它 是 错 的 ! 

我 们 怎么 知道 它 是 错 的 呢 ? 哈 ， 从 小 学 、 中 学 而 大 学 ， 朝 夕 面 对 数 学 好 克 
也 十 几 年 了 ,总 该 有 一 点 小 见识 吧 ! 此 外 ， 我 们 还 可 以 用 一 个 非常 轻易 的 方 
法 ， 证 明 它 是 错 的 ; 假设 两 个 函数 分 别 为 f(z) =z 及 g(x) 一 xz， 如 果 像 上 面 所 
说 ,我们 会 得 到 下 (zx)(z) 一 (1)(1)=1， 这 个 结果 一 看 就 知道 不 对 ! 因为 我 们 
刚才 就 说 过 


E(x)(z) = ) 一 27z， 


答案 不 是 1。 
那么 正确 的 答案 是 什么 ? 请 仔细 看 下 面 这 个 式 子 ， 它 就 是 《 微 积分 之 必 龙 
宝刀 》 特 别 郑重 推荐 的 、 如 假 包 换 的 “ 积 法 则 ”: 


(fa)=fgtfe 


征 然 一 看 这 个 式 子 ， 你 可 能 觉得 脑袋 里 乱 成 一 团 ， 怎 么 会 是 左 一 撤 右 一 
撒 ， 中 间 还 不 知道 从 哪儿 跑 出 来 一 个 加 号 ! 但 是 事实 上 ， 如 果 我 们 把 它 用 文字 
说 出 来 ， 就 极为 简单 又 好 记 了 : “两 个 函数 乘积 的 导数 ， 等 于 第 一 个 函数 的 导 
数 乘 以 第 二 个 函数 ， 加 上 第 二 个 函数 的 导数 乘 上 第 一 个 函数 . ” 

我 们 马上 就 用 这 个 现成 的 例子 来 磨 磨 刀锋 ， 假 设 f(x)=g(z) =z， 依 照 积 
法 则 ， 就 得 到 


生 (z)(z)=(z)"(z) 十 (z)(z)' 一 (1)(z) 十 (z)(1) 一 2 


这 不 就 等 于 前 面 寡 法则 所 说 的 函数 xz? 的 导数 ? 所 以 至 少 在 这 个 例子 里 面 ， 客 
法 则 与 积 法 则 是 相互 一 致 的 ， 数 学 ， 是 讲究 一 致 性 的 . 


12.4 商法 则 


现在 ， 我 们 还 想 求 过 这 样 的 分 式 的 导数 ， 其 中 的 了 眼 g 是 两 个 函数 ， 这 条 


法 则 不 太 容易 记 住 ， 不 过 你 很 幸运 ， 我 们 待 会 儿 要 教 你 唱 首 歌 ， 一 边 唱 一 边 
记 ! 商法 则 的 公式 如 下 : 
(人 
8 8 
如 何 记 住 本 公式 (得 谢谢 “白雪 公主 ”这 部 脸 炙 人 口 的 卡通 电影 ， 里 面 的 
七 位 小 矮人 一 出 场 就 唱 了 一 首 “ 哮 呵 歌 ")? 我 们 把 公式 中 的 以“” 取代， 
8 以 “ 呵 ” 取 代 ， 而 以 DD 代表 “ 某 某 的 导数 ”， 公 式 就 变 成 了 : 
Dp 唾 -_ 四 D( 唾 ) 一 咕 D( 呵 ) 
阿 ? 
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如 果 要 念 的 话 ， 就 是 : “了 呵 卫 畴 ， 减 去 D 呵 ， 除 以 呵呵 . ” 够 简单 了 了 吧 ? 如 
果 连 七 矮人 里 的 睛 睡 虫 跟 喷 哥 ， 都 能 唾 呵 自如 ， 你 还 有 什么 问题 ? 
马上 举 个 例子 : 


全 人 z )=(= = l—x* 
dr \x* 十 1 (2 十 1) (Z2 十 1)2 


常见 的 错误 ”许多 人 记 不 住 分 子 中 的 两 项 到 底 是 哪个 减 哪 个 ， 是 呵 马 嗨 在 前 面 
呢 (对 ， 在 前 面 )? 还 是 罗 忆 呵 在 前 面 ( 错 的 )? 因而 搞 得 答案 差 了 一 个 负 号 . 


12.5 三 角 阔 数 的 导数 


当 你 年 纪 还 小 时 ， 有 两 件 事情 你 必须 记得 ， 一 是 你 的 名 字 ， 一 是 家 里 的 住址 . 
如 采 你 把 这 两 件 事 搞 混 了 ， 后 果 可 能 非常 严重 ， 搞 不 好 永远 回 不 了 家 .现在 你 已 经 
不 再 是 小 孩子 了 ， 不 过 在 这 一 节 ， 你 还 是 有 两 件 事情 必须 记得 ， 不 得 搞 混 ， 那 就 是 : 


jz sinx ) 一 cosx., 
El cosz ) = CO— sinx. 


因为 所 有 其 他 的 三 角 函 数 的 导数 ， 都 可 从 这 两 个 基本 公式 推导 出 来 . 

对 于 这 两 个 公式 ， 你 可 能 不 容易 记 住 哪 一 个 的 前 面 有 负 号 ， 我 们 几 位 作者 
的 建议 是 : 记 住 “正弦 函数 微分 之 后 还 是 正 的 ”意思 就 是 ， 当 你 把 正弦 函数 微 
分 时 ， 不 要 变 号 ， 我 猜 你 也 会 想 这 么 记 :“ 余 弦 的 微分 要 变 号 "， 不 过 这 没有 正 
弦 那 么 好 记 . : 

如 果 要 用 导数 的 极限 定义 ,来 证 明正 弦 跟 余弦 函数 的 导数 公式 ， 可 能 需要 
用 点 小 技巧 .是 什么 小 技巧 呢 ? 就 是 我 们 在 前 面 特别 拿 出 来 讨论 的 一 个 事实 ， 


.SINT 
lim 一 一 一 ]. 
Te ,人 


你 可 能 得 自行 手柄 一 下 ， 看 看 任课 教师 是 否 指望 你 能 够 用 这 个 极限 式 子 ， 去 推 
导出 三 角 函 数 的 导数 来 


86 微 积分 二 党 龙 室 力 
一 UL 一 


无 论 如 何 ， 只 要 你 知道 了 这 两 个 三 角 图 数 的 导数 ， 接 下 来 就 水 到 渠 成 了 ， 
譬如 正切 图 数 的 导数 ， 一 点 也 不 难 ， 只 要 先 改 成 : 
d _d /sinx 
dr a (ee) ? 


由 商法 则 ， 可 得 : 
d (sine)— (cosz)(sinz) 一 (sinz)(cosz) 一 


dz\cosz COS2 工 


(cosz) (cosz)t (sinz) (sinz) _ 


COS2 


coOs2 XK 十 sin2 并 


COS2 工 
由 于 sinzz 十 cos2z=1， 上 式 就 等 于 一 5-， 又 由 于 二 = secz， 因 此 最 后 的 结 
果 就 成 了 sec2 rz. | 
因为 这 个 正切 图 数 的 导数 经 党 出现 ， 所 以 值得 把 它 背 下 来 : 
人 tan 一 seczz 


其 他 3 个 三 角力 数 secr、cscz 及 cotz 的 导数 似乎 不 需要 去 背 ， 因 为 它们 都 很 容 
”多 推导 出 来 .同样 的 ， 要 不 要 实际 推导 ， 跟 任课 教授 的 吝 好 非常 有 关系 ,但 无 
论 如 何 ， 你 一 定 要 知道 如 何 利 用 正弦 和 余弦 的 导数 ， 去 求 这 3 个 图 数 的 导数 ， 
因为 这 是 相当 典型 的 考题 . 
在 这 儿 附 带 提 一 点 ， 正 如 余弦 图 数 在 微分 时 加 了 一 个 负 号 ， 其 他 两 个 以 
“ 余 ” 开 头 的 三 角 函 数 ， 也 即 余 割 (csc) 及 余 切 (cot)， 微 分 时 也 要 加 负 号 . 


“12.6 二 阶 导数 、 三 阶 导数 、 更 高 阶 的 导数 


在 这 一 节 ， 我 们 会 把 同一 个 函数 微分 很 多 遍 ， 这 说 起 来 相当 容易 ， 因 为 你 
已 经 知道 怎么 求 函数 的 导数 了 .总 的 来 说 ， 函 数 【(z) 的 导数 六 (z) ， 本 身 仍然 
是 z+ 的 函数 ， 所 以 照样 可 以 微分 ， 再 取 其 导数 ， 得 到 的 结果 就 是 /A(z) 表 示 ， 
称 为 【zx) 的 二 阶 导数 ， 当 然 ， 这 个 二 阶 导数 了 (x) 一 样 可 以 再 微分 取 导数 ， 这 
就 有 些 像 把 肉 放 进 绞 肉 机 里 绞 碎 ， 若 想 要 绞 出 来 的 肉 细嫩 好 吃 ， 你 可 以 一 绞 再 
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绞 ， 直 到 你 满意 为 止 ，( 如 果 你 吃素 ， 请 把 绞 内 机 的 比喻 改 为 果菜 汁 机 ) 

举例 来 说 ， 如 果 f(z)=2z3， 则 了 (zx)=6z2, 而 挛 (z)=12zx， 

你 或 许 会 问 ， 求 二 阶 导数 干什么 ? 请 稍 安 勿 躁 ， 等 我 们 以 后 谈 到 函数 图 像 
的 时 候 ， 你 就 会 明白 了 . 

就 像 老 牌 影星 伊 丽 涉 白 ,泰勒 ， 在 她 的 第 二 次 婚姻 变 成 过 去 式 之 后 纤 然 省 悟 ; 
“为 什么 我 一 定 要 停 在 第 二 次 呢 ?” 在 此 你 也 可 以 一 而 再 、 再 而 三 的 微分 ， 取 导数 

所 以 ， 若 继续 刚才 的 例子 ， 我 们 就 得 到 了 (x) 二 12，f(4) (z) 一 0， 而 更 高 
阶 的 导数 全 都 等 于 0. 

一 般 而 言 ，f(" (z) 就 是 指 /(z) 的 4 阶 导数 


(比较 刁钻 的 ) 例题 如 果 f(zx)=sinr ， 那 么 Flon) (x) 为 何 ? 


你 以 为 我 们 在 开玩笑 ， 是 吧 ? 叫 你 一 次 次 地 取 导 数 ， 一 共 取 101 次 ? 你 一 
定 觉得 我 们 是 神经 病 . 
其 实 你 根本 不 必 那 么 折腾 ， 瞧 ， 这 些 导 数 事实 上 是 在 完 圈子 ， 每 微分 4 次 
就 会 循环 一 周 ， 回 到 原点 : 
f(x)= sinz, 
f (x)= cosx, 
f (x)=— sinz, 
f (zx)= ~ cosx, 
f(9) (zx)= sinz., 
微分 第 4 次 时 ， 得 到 的 导数 又 回 到 了 最 初 的 sinz. 
同 理 ， : 
f(%) (zx)= sinz, 
f\(12) (x)= sinx., 
事实 上 ， z 
(100) (Xx) = sinx. 
因为 100 是 4 的 倍数 ， 所 以 若 再 取 一 次 导数 ， 你 就 会 得 到 
f(101) ( x) = cosx., 


跑 酷 吧 ? 


13.1 速度 即 导 数 


现在 我 们 来 看 看 导数 在 日 常生 活 上 的 一 些 用 途 ， 目 的 是 要 把 导数 跟 你 的 生 
活 起 居 拉 上 关系 ， 让 你 觉得 它 就 在 你 的 身边 .我 们 想 告 诉 你 ， 导 数 不 只 是 你 的 
街坊 邻居 ， 而 且 还 可 以 变 成 你 真正 的 朋友 .但 是 怎么 样 才能 从 泛泛 之 交 ， 一 变 
而 成 为 好 朋友 呢 ? 这 很 难 一 概 而 论 ， 不 过 若是 对 方 愿意 蔡 你 做 一 些 事情 ， 壁 如 
在 你 生日 时 送 张 卡片 ,或 者 偶尔 为 你 做 顿 好 吃 的 晚餐 等 等 ,这些 对 增进 双方 友 
谊 多 少 会 有 所 帮助 . 

导数 虽然 不 会 为 你 做 这 类 事情 ， 却 能 够 为 你 做 一 些 其 他 好 友 没 法 办 到 的 事 
情 ， 一 些 能 说 服 我 敞开 心胸 的 事情 怎么 说 呢 ? 举例 来 说 吧 ， 导 数 能 告诉 你 速 
度 有 多 快 . 假设 你 正在 开车 忽 风 ， 你 也 不 时 看 一 下 车 速 表 ， 璧 如 你 看 到 指针 指 
着 时 速 65 英里 (相当 于 时 速 105 千 米 )， 这 是 在 告诉 你 ， 你 的 宝贝 车 的 瞬时 速 
度 ， 为 何 说 是 瞬时 速度 呢 ? 因 为 如 果 你 多 踩 一 点 油门 ;车 速 就 会 加 快 一 些 ， 换 
言 之 ， 车 速 表 告诉 你 的 ， 是 当时 那 一 瞬间 的 车 速 ， 而 不 是 全 程 的 平均 速度 . 

定 速 跟 变 速 之 间 ， 有 很 重要 的 区 别 . 我 们 不 是 常 说 嘛 ， 速 度 二 距离 二 时 
间 ， 不 过 ， 这 个 说 法 照 一 般 人 的 意思 ， 多 半 是 指 整 趟 旅程 的 平均 速率 ， 但 是 除 


第 13 章 速度， 油门 踩 到 底 


非 你 的 车 子 装 有 定 速 装置 ， 否 则 你 的 车 速 免 不 了 会 时 快 时 慢 . 不 管 怎么 说 , 在 
这 儿 你 得 分 清楚 什么 是 平均 速度 ， 什 么 是 瞬时 速度 。 平 均 速度 是 由 : 
总 距离 

四 总 时 间 
得 到 的 ， 至 于 有 瞬时 速度 ， 这 正 是 接 下 来 要 谈 的 ， 且 听 我 们 慢 慢 道 来 . 

到 底 什么 是 瞬时 速度 ?我们 可 以 把 瞬时 速度 想 成 是 “在 非常 短 的 一 段 时 间 
内 的 平均 速度 "， 依 照 这 个 想法 ， 如 果 AD 表示 在 时 间 为 时、 我 们 在 一 直线 
上 的 位 置 (你 可 以 把 这 条 直线 想 成 是 从 台北 的 南港 到 屏 东 的 东港 )， 用 (为 表 
示 瞬 时 速度 ， 另 外 用 At 表示 一 段 非常 短 的 时 间 ， 那 么 在 :时间 ， 你 的 位 置 就 是 
在 f(t)， 等 到 经 过 一 小 段 时 间 Ag， 也 就 是 在 t 十 At 时， 你 的 位 置 就 是 在 (+ 十 
At) 上 . 换 名 话说， 在 这 短 短 的 At 时 间 内 ， 车 子 走 过 的 距离 为 f(1 十 Ar) 一 
f(1:) ， 也 就 是 在 At 这 段 时 间 内 ， 你 的 平均 速度 是 : 


FL 二 AN) 一 Hb) 
rv . 


现在 你 已 怕 也 读 得 不 耐烦 了 ， 什么 短 时 间 内 的 平均 速度 ,赶快 告诉 我 瞬时 
速度 是 什么 鬼 东 西 吧 ! 简单 ， 只 要 把 上 述 平均 速度 里 的 At， 继续 缩短 到 零 嘛 . 
所 以 就 是 : 
wv(#) =lim A A LD. 
如 采 你 还 算 专 心 的 话 ， 你 可 能 马上 察觉 : “等 等 ， 这 不 就 是 导数 的 极限 定 
义 吗 ? 原来 瞬时 速度 函数 就 是 了 (71) 的 导数 .” 
一 点 也 不 错 ， 若 f(?) 是 位 置 函 数 的 话 ， 瞬 时 速度 v2) 二 (2). 


13.2 车 子 的 位 置 与 速度 
例题 假设 你 人 在 美国 ， 开 车 从 纽约 前 往 波士顿 ， 而 你 一 路 上 的 位 置 函 教 
(离开 纽约 的 里 程 ， 单 位 为 英里 》 以 下 面 这 个 函数 表示 ， 
f(t) 一 四- —25z2 +120z. 


函数 中 的 上 是 从 起 点 到 达 旅程 中 某 一 定点 所 花 掉 的 小 时 数 ， 假 设 你 开 了 8 小 时 的 


90 微 积分 二 售 龙 室 
一 ~ 


车 ， 才 终于 到 达 波 士 顿 . 
(a) 试 求 当 一 却 小 时 时 ， 你 的 车 速 若干 ? 
(b) 在 这 趟 旅行 途中 ， 你 有 没有 走 回头 路 ? 


解 (a) 首先 我 们 从 题目 给 的 位 置 函数 ， 算 出 瞬时 速度 函数 
v(t)=f (1)=5t—50t+120, 


然后 ， 若 想 知道 出 发 半 小 时 后 的 车 速 ， 只 要 把 :一 孝 代 人 上 面 的 速度 函数 就 可 
以 了 : z 
o( 广 ) 一 疡 ( 方 ) 一 5( 方 )2 一 50( 方 ) 十 120 一 半 一 25 十 120 一 96. 25( 英 里 /小 时 ). 


嘿 ! 你 开 得 未 免 太 快 了 吧 ? (相当 于 每 小 时 155 千 米 !) 


解 (b) 你 有 没有 走 回头 路 ? 当然 有 .看 来 你 在 开 进 休息 站 的 时 候 ， 为 了 
仔细 查看 你 头 上 的 几 根 稀疏 头发 ， 你 把 心爱 的 纽约 大 都 会 队 的 棒球 帽 摘 了 下 
来 ， 结 果 搁 在 洗手 台 上 忘 了 带 走 ， 等 到 车 子 开 过 罗 得 岛 州 的 首府 普罗 维 登 其 
(Providence) ， 你 突然 从 后 照 镜 里 瞧见 自己 亮 闪闪 的 光头 ， 这 才 察觉 到 你 把 你 
的 宝贝 帽 给 忘 啦 .于 是 你 即刻 掉头 ， 回 到 那 休 息 站 ， 却 不 幸 发 现 帽 子 给 人 技 进 
马桶 了 ， 这 准 是 波士顿 红 袜 队 的 球迷 干 的 好 事 . 

你 会 问 ， 我 们 是 怎么 知道 的 ?当然 是 从 速度 函数 看 出 来 的 ， 怎 么 说 呢 ? 如 
果 在 这 趟 旅途 中 〈 即 0<t<8)， 速 度 函 数 曾经 为 负 值 ， 就 表示 你 在 那 段 时 间 里 
一 定 是 往 纽约 的 方向 回头 开 ， 另外 请 注意 : 

v(t)=5(£—10t+24)=i(1—6)(t—4), 
表示 当 t=4 跟 =6 时 ，wv(z) 二 0， 也 就 透露 你 曾 把 车 子 停 下 来 ， 想 来 那 应 该 是 
当 你 发 现 丢 了 帽子 ， 决 定 掉头 开 回 休息 站 (因此 你 的 速度 由 正 转 负 )， 等 你 看 
到 马桶 里 的 帽子 ， 只 好 心痛 得 空手 离开 ， 继 续 你 的 波士顿 之 行 ， 要 怎么 推断 我 
们 说 得 对 不 对 昵 ? 你 可 以 把 这 段 时间 内 的 任 一 时 间 点 ， 璧 如 :一 5， 代 人 入 速度 
函数 : 

v(5) 二 5(5)? 十 120== 一 5( 英 里 让 时 ) 
果真 是 个 负数 ， 表 示 你 的 确 掉 过 头 ， 走 了 回头 路 .你 的 确 非常 喜爱 那 顶 棒球 
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帽 ， 要 不 是 这 人 么 一 折腾 ， 你 早 就 该 到 达 波 士 顿 了 ， 怎 么 也 不 会 花 掉 8 个 小 


13.3 自由 落体 的 速度 


例题 “假设 自从 你 开始 修 微 积分 这 门 课 ， 就 不 幸 得 了 极 严重 的 头痛 症 ， 什 么 
针灸 、 止 痛 药 、 心 理 辅 导 等 等 你 全 都 试 过 ， 可 是 病情 不 但 不 见 好 转 ， 其 至 愈 来 念 
粮 ， 最 后 你 实在 不 能 忍受 其 若 ， 决 定 一 了 百 了 ， 于 是 开车 到 旧金山 雄伟 的 金门 大 
桥 中 央 ， 下 了 车 ， 把 过 护栏 ， 站 在 高 高 的 桥架 边缘 ， 水面 上 方 400 英尺 处 .此 时 
你 仍然 头痛 欲 裂 ， 心 想 这 么 痛苦， 不 活 也 轻 ， 所 以 先 把 微 积 分 教科 书 ( 不 管 走 到 
哪 ， 你 都 随身 带 着 ) 从 怀 里 掏 出 ， 往 大 海里 一 委 ， 随 后 自己 也 纵身 向 下 跳 去 .好 
了 ， 你 这 一 跳 ， 顿 时 成 了 自由 落体 ， 因 此 在 上 秒 后 ， 你 距离 水 面 的 高 度 (以 英尺 
计 ) 就 表示 成 这 个 函数 : 有 h(t) 二 400 一 16z2. 

请 问 : (a) 你 得 等 多 久 ， 才 会 撞 到 水 面 ? 


解 (a) 这 部分 非常 简单 ， 根 本 不 需要 用 到 微分 的 技巧 ， 撞 到 水 面 就 等 
于 你 的 高 度 变 成 了 0， 亦 即 人 (一 0， 因 而 | 


400 一 16 关 一 0 ， 
400 

2 一 二 一 

t 16 25 ， 
1 一 5. 


所 以 你 跳出 后 5 秒 ， 就 撞 到 水 面 了 . 

但 是 就 在 你 把 教科 书 丢 出 去 的 一 刹那 ， 你 发 现 头痛 居然 不 药 而 愈 ， 你 这 时 
才 居 然 大 悟 ， 原 来 让 你 头痛 的 正 是 那 本 人 人 厌恶 的 微 积分 教科 书 ! 需 刻 间 ， 无 
病 一 身 轻 ， 人 生 处 处 充满 光明 与 希望 ， 唤 回 了 你 对 生命 的 热情 . 


(b) 现在 假设 你 从 小 练习 过 跳水 ， 是 围 中 高 手 ， 因 此 只 要 你 撞击 水 面 的 束 
度 在 每 秒 200 英尺 以 内 ， 你 就 会 安然 无 意 ， 毫 发 无 伤 ， 请 问 ， 你 这 次 会 安然 无 
着 吗 ? 


解  (b) 这 儿 的 关键 是 你 撞击 水 面 时 的 速度 ， 我 们 可 以 微分 Ab) 求 出 速 
v(t)=h’(t)=— 32t. 

从 (a) 我 们 已 经 知道 ,在 二 5 ( 秒 ) 的 时 刻 你 会 撞击 水 面 ， 因 此 你 撞击 

水 面 时 的 速度 就 是 : 
v(5)=—160. 

这 表示 你 撞击 水 面 的 速度 是 每 秒 160 英尺 ， 所 以 你 暂时 安然 无 羡 .， 答案 之 所 以 
有 个 负 号 ， 是 表示 你 的 高 度 在 减少 ， 我 们 说 你 暂时 没事 ， 是 指 你 尚未 脱离 险 
境 ， 剩 下 的 问题 还 大 得 很 一 一 你 掉 进 的 是 恶名 昭彰 的 冰冷 海湾 ， 所 以 你 必须 眼 
强大 的 交 流 奋战 ， 在 冰冷 的 海水 里 游泳 2 英里 才能 上 岸 . 如 果 你 能 做 得 到 ， 也 
许 还 赶 得 上 3 点 钟 的 微 积分 课 . 


一 瞧见 链 式 法 则 这 个 名 称 ， 你 可 能 会 联想 到 人 犯 被 关 在 潮湿 的 黑 牢 里 ， 脚 
镜 手 铸 地 栓 在 举重 的 铁 链 上 ， 铁 链 的 另 一 痕 牢 牢 钉 死 在 墙 上 ， 而 且 一 关 就 是 二 
三 十 年 之 人 ， 只 不 过 ， 链 式 法 则 的 实际 情况 没有 你 想象 得 这 么 糟 ， 顶 多 只 关 个 
10 年 . 

链 式 法 则 的 目的 ， 是 要 让 我 们 能 够 微分 那些 合成 函数 .这 个 规则 中 有 两 个 
重要 素材 : 一 个 是 我 们 需要 知道 如 何 微分 ， 另 一 个 则 是 我 们 得 知道 如 何 把 函数 
合成 在 一 块 儿 ， 你 发 现 了 吗 ? 这 两 个 素材 我 们 在 前 面 都 分 别 讨论 过 了 ， 现 在 只 
需 把 它们 搅和 到 一 起 就 成 了 . 

对 于 链 式 法 则 ， 你 只 有 一 个 极其 简单 的 口诀 要 背 下 来 . 

链 式 法 则 (chain rule) 


Ef(g(z))=f (g(x))g (zx). 


用 文字 来 叙述 ， 就 是 “由 两 个 函数 凑 起 来 的 合成 函数， 其 导数 就 等 于 里 边 函 数 
代入 外 边 函 数 的 值 之 导数 ， 乘 以 里 边 函 数 的 导数 ”， 念 起 来 虽说 有 点 捆 口 ， 但 
是 只 要 特别 注意 那些 括号 ， 只 要 不 放 错 了 地 方 ， 就 不 容易 出 错 啦 ! 

我 们 在 这 儿 不 打算 证 明 这 个 公式 给 你 看 ， 不 过 你 不 必 担 心 ,我 们 绝 不 会 编 
造 这 样 一 条 奇怪 的 公式 来 骗 你 . 

现在 我 们 再 仔细 瞧 瞧 这 个 公式 .你 从 它 得 到 的 信息 ， 应 该 是 如 何 去 求 合成 


函数 f(g(zx)) 的 导数 ， 也 就 是 方程 式 左边 的 部 分 ; 因此 ， 这 就 表示 你 应 该 能 把 
某 些 东西 填 进 方 程式 右边 的 部 分 ， 这 样 说 还 不 是 很 清楚 明了 ， 让 我 们 举 个 例子 
f(z)= sinz, 

SBS(Z) 一 Z2 十 4， 


f(g(7z))=sin(x?++4). : 
现在 我 们 想 求 这 个 图 数 的 导数 ， 也 就 是 要 问 和 7(g() 会 等 于 什么 我 


们 只 要 把 链 式 法 则 公式 右边 的 各 项 ， 一 项 一 项 像 用 填空 一 样 的 方式 找 出 来 : 
f (x)= cosz, 
f (g(x))=cos(g(z))=cos(zx?+4), 
g (Zz) 一 2z， 


所 以 全 f(g(zx)) 也 就 等 于 上 面 最 后 两 项 的 乘积 : 


f(g(z))=[oos(z?+4)]2z. 


又 末端 的 2z 有 时 候 称 作 “ 尾 巴 ”， 正 如 狐狸 妈妈 在 小 狐狸 第 一 天 离 家 上 学 时 ， 
送 它 上 校车 ,临别 时 一 定 会 再 三 叮 呈 : “小 乖乖 ， 议 字 后 别 去 了 把 必 书 带 加 
来 哟 1” 

链 式 法 则 还 有 第 二 种 形式 ， 此 前面 的 第 一 一 种 形式 容易 记 ， 但 可 能 也 比较 难 
以 应 用 .此 形式 是 这 样 的 : 假设 我 们 想 求 f(g(z)) 的 导数 ， 我 们 可 以 先 加 一 个 
新 变量 “wu”， 而 且 设 w= g(xz); 于 是 我 们 要 求 的 就 是 F(z) 的 导数 ,其 中 x= 
8(z)， 然 后 ， 链 式 法 则 就 摇身一变 成 了 下 面 这 个 非常 好 记 的 公式 ; 


f= df du 
du dx” 


二 VzZ3 一 7Z)， 
就 可 以 先 设 f(w) Yu, 而 w=zx3 一 7z， 于 是 
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当然 ， 这 两 种 形式 各 有 各 的 难处 ， 否 则 为 什么 几乎 每 个 学 微 积分 的 人 都 闻 
之 色 变 ?归根 到 底 ， 它 的 真正 难处 是 ， 题 目 中 通常 不 会 自动 点 出 什么 是 f、 什 
么 是 g， 这 些 题目 只 是 丢 给 你 某 个 复杂 可 怕 的 轴 数 ， 然 后 叫 你 微分 ， 所 以 真正 
的 问题 并 不 是 要 你 把 国 数 合 成 起 来 ， 而 是 去 “分 解 ” 一 一 找 出 函数 的 组 成 分 
子 ， 每 个 人 终 有 一 天 会 认识 到 分 解 、 腐 烂 (除非 你 选择 火 昔 ) ， 既 然 是 遂 早 的 
事 ， 何 必 一 定 要 等 到 那个 时 候 呢 ? 咱们 现在 就 开始 学 呀 ! 
这 上 几 有 个 最 常见 的 情况 . 假设 Az)=(g(z))， 那 么 A(z) 应 该 是 f(x)= 
阅 跟 g(z) 的 合成 函数 ， 至 于 g(z) 是 哈 ， 我 们 暂时 还 不 知道 ， 但 是 从 宕 法 则 ， 
我 们 得 知 了 (zx) 二 nz"-1， 所 以 | 
h(xr)=f (g(x))g (rz)=n(g(7x))"ig (zx). 
这 和 是 贿 法 则 的 广义 形式 ， 很 像 多 了 个 尾巴 的 害 法 则 ， 我 们 不 妨 称 之 为 “ 广 
义 蜘 法则”: 
(g(x))*—n(g(z))"1g (zr).. 
这 儿 有 个 很 好 的 实例 ， 可 说 明 广 闵 客 法 则 : 
V3) = (375)t) = 35) +(15zt). 


例题 (复杂 的 ) ” 令 k(x)==[cos(Vx 一 x)]3, 求 k(x). 


这 个 题目 相当 刁钻 ,但 是 我 们 不 难看 出 ， 题 自 所 给 的 函数 是 由 几 个 小 零件 
凌 起 来 的 : 先是 Vvz 一 z 取 余弦 ， 然 后 整 团 东 西 再 取 三 次 方 ， 所 以 我 们 可 以 令 : 
f(x)=Vz—z, : 
g(xX)=cosz, 
h(xz)=x3, 
于 是 h(x)=h(g( f(z))). 
那么 (zx) 等 于 什么 呢 ? 若 把 前 面积 累 起 来 的 知识 重复 运用 ,我 们 就 可 以 
得 到 : 
k (x)=(h(g(f(7z)))) =h (g( f(x))) (g(f(x)))= 
h(g(f(r)))g (f(r))f (z). 
在 上 面 的 算式 里 ,我 们 其 实 只 需 把 链 式 法 则 应 用 到 第 二 行 的 “尾巴 ” 


可 
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g((z)) 上 .这 时 你 可 能 会 问 :“ 什 么 时 候 我 才 知 道 演 算 已 经 完成 了 呢 ?” 答 案 
很 简单 ， 如 果 你 看 到 还 有 ““ ”这 个 微分 符号 紧 跟 在 括号 后 面 ， 像 第 一 行 跟 第 
二 行 那 样 ， 就 表示 还 有 待 努 力 ; 一 旦 “” 全 都 紧 跟 在 英文 字母 后 头 ， 就 表示 
你 做 完了 . 现在， 再 把 式 子 中 各 个 项 目 分 别 计 算出 来 : 
f(z)=3(7) tl, J 
g (7)=— sinz, 
h’ (x)=372, 
g (f(x))= ~ sin(Vr— zx), 、/ 
g((z)) 一 cos(VZ 一 了 ) ， 
(ESg((z))) 一 3(cos(Vz 一 工 ) )2， 、/ 
最 后 ,，k (x) 就 是 上 面 打 了 勾 (VV) 的 三 行 式 子 的 乘积 ， 


A (zz) 一 3(cos(Vz 一 Z))2[ 一 sin(VZz 一 并 ) ] [去 (2)-+ -1|. 


在 你 想 知 道 是 否 还 有 时 间 退 选 微 积分 课 之 前 ， 你 应 该 先 有 个 心理 准备 : 理 
论 上 ， 教 授 有 可 能 叫 你 去 微分 一 个 包括 了 7 个 函数 的 合成 函数 ， 因 此 你 需要 连 
续 应 用 6 次 链 式 法 则 ， 浪 费 一 大 堆 纸 ， 才 能 找 出 答案 .不 过 话说 回来 ， 教 授 出 
此 考题 ， 其 实 是 非常 不 切实 际 的 ， 因 为 总 得 有 个 可 怜 人 去 批改 考卷 ， 他 自己 当 
然 可 以 避免 这 项 兰 差 事 ， 但 是 就 连 他 的 硕士 生 和 博士 生 ， 也 不 会 高 高 兴 兴 地 替 
他 仔细 追踪 检查 你 那 密 密 麻 麻 的 6 大 张 算式 . 

所 以 ， 如 果 你 的 教授 不 是 不 近 情 理 的 神经 病 ， 考 题 最 多 只 会 要 求 你 使 用 两 
次 链 式 法 则 ; 即使 这 样 ， 你 班 上 至 少 有 一 半 的 同学 ， 还 压根 儿 不 会 应 用 两 次 链 
式 法 则 呢 . 因此 你 最 好 多 看 看 最 后 那个 例题 ， 做 熟练 一 些 ， 你 的 成 绩 就 会 在 全 
班 的 前 50% 中 哗 . 
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第 12 章 


由 函数 图 像 : 
如 何 当 个 专 守 


15.1 画 浮 数 图 像 


我 们 在 前 面 提 到 过 最 原始 的 函数 图 像 画 法 : 先 描 出 几 个 点 ， 最 后 把 这 些 操 
连 起 来 除了 这 种 方法 ， 现 在 我 们 要 来 看 看 ， 导 数 在 画 函 数 图 像 方面 能 不 能 告 
诉 我 们 一 些 信息 .如 果 已 知 某 函 数 的 导数 在 某 处 是 个 正 数 〈 以 数学 行 话 来 说 ,， 
即 指 在 某 个 定 值 x， 产 (z) 之 0) ， 就 表示 通过 该 点 的 切线 斜率 为 正 ， 或 函数 图 
像 在 该 点 的 斜率 为 正 ， 也 就 是 该 函数 正在 递增 ， 反 过 来 说 ， 如 果 导 数 在 某 处 为 
负 值 ， 则 表示 该 函数 在 递减 ( 见 图 15. 1). 


所 以 ,假如 你 身 为 某 帐 秆 公司 的 财务 经 理 ， 走 进 会 议 室 向 董事 们 做 报告 时 
说 :“ 各 位 先生 女士 ,我 有 个 不 太 好 的 消息 要 报告 给 大 家 : 我 们 的 利 调 图 数 的 
导数 目前 是 负 值 . ”你 号 上 就 会 看 到 在 座 的 董事 们 开始 面色 沉重 .你 的 意思 并 
不 是 说 公司 目前 在 赔钱 ， 正 好 相反 ， 大 家 还 是 赚钱 ， 只 不 过 ， 公 司 的 利润 正在 
下 疹 ， 公 司 如 末 不 想 办 法 及 时 扭转 古 势 ， 要 不 了 多 入， 利润 就 会 掉 到 0 以 下 ， 
公司 只 有 关门 大 主 ， 大 伙 就 等 着 到 附近 的 游乐 场 扫 而 所 混 口 饭 吃 了 . 

另 一 方面 ， 假 设 你 是 一 个 具有 超 智 慧 的 外 星 植物 钨 子 ， 正 试图 征服 、 统 治 
地 球 上 的 人 类 .孢子 队长 向 你 报告 说 :“ 受 我 们 操控 的 “ 智 人 ”数目 的 导数 现 
在 为 正 值 .” 你 听 到 这 样 的 消息 ， 真 是 雀跃 万 分 ， 因 为 这 消息 的 意思 是 说 ， 被 
你 们 控制 的 人 类 总 数 正 在 增加 ， 只 要 这 趋势 持续 下 去 ， 加 上 一 点 点 运气 ， 有 朝 
一 日 地 球 上 的 每 一 个 人 都 会 臣服 于 你 .到 时 候 ， 你 就 又 征服 了 一 颗 行星 ， 若 照 
这 样 继续 征服 另外 二 十 几 万 颗 行 星 ， 就 再 也 不 会 有 谁 计 笑 孢子 啦 ! 


小 组 作业 ”请 环顾 教室 一 周 ， 售 计 一 下 到 底 有 多 少 同学 , 已 经 受到 外 星 植 
物 孢 子 的 控制 ， 教 授 不 算 在 内 . 


要 是 函数 在 某 个 上 值 的 导数 既 非 正 也 非 负 ， 而 是 等 于 0 呢 ? 这 表示 该 函数 
既 不 递增 ， 也 不 递 碱 ， 犹 如 停留 在 一 个 平台 上 .如 果 看 看 z 的 两 侧 之 后 ， 你 会 
发 现 + 可 能 是 位 于 高 点 (如 图 15. 2a) ， 也 可 能 是 位 于 低 点 (如 图 15. 2b) ， 要 不 就 是 
位 于 一 个 休息 站 或 转折 站 (如 图 15. 2c). 

无 论 如 何 ， 经 过 该 点 的 切线 一 定 是 水 平 的 ， 好 了 ， 我们 现在 可 要 告诉 你 一 
些 有 用 的 信息 : 如 果 知 道 了 这 类 平台 的 位 置 ， 你 至 少 就 能 得 知 外 星 植物 孢子 的 
人 侵 状况 ， 进 而 决定 地 球 的 命运 .这样 吧 ， 让 我 们 把 导数 等 于 0 的 那个 点 的 x 
坐标 ， 叫 做 “临界 点 ”好 了 ， 

让 我 们 说 清楚 、 讲 明白 “如果 一 个 函数 在 各 处 都 有 定义 ， 那 么 在 该 函数 的 
高 点 或 低 点 : 

f(x)=0. 

我 们 称 高 点 为 该 函数 的 局 部 (或 相对 ) 极 大 值 ， 称 低 点 为 该 函数 的 局 部 

(或 相对 ) 极 小 值 . 
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例题 ” 试 找 出 下 面 这 个 函数 所 有 的 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 : 
f(r)=x*—4zx++5. 


局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 只 有 在 f(x) 二 0 的 地 点 出 现 ， 也 就 是 在 我 们 前 
面 提 过 的 临界 点 .从 题目 所 给 的 函数 ， 我 们 得 到 : 


f (=27r—4. 
所 以 ， 震 币 望 
二 
则 
27 一 4 三 0， 
大 一 4. 


请 注意 : 当 z<2 时 ，f (xz) 二 0, 意味 该 函数 在 递减 ; 而 当 z>2 时 ， 
三 (z)>0， 意 味 着 函数 在 递增 .又 当 z=2 时，f(x)==1， 所 以 我 们 知道 它 的 
图 像 通 过 点 (2，1) ， 因 而 看 起 来 一 定 如 图 15. 3 所 示 . 


相当 不 错 ， 只 花 了 一 点 点 功夫 ， 我 们 就 大 致 搞 清 
楚 了 这 个 函数 图 像 的 长 相 . 特别 是 我 们 已 经 了 解 ， 它 
只 有 一 个 局 部 极 小 值 ， 而 且 完 全 没有 局 部 极 大 值 . 几 
分 钟 内 就 能 得 知 这 么 多 信息 ， 而 且 画 出 来 的 图 像 几乎 
是 非常 正确 ， 完 全 不 像 “连连 看 ”那么 呆板 无 聊 ， 真 
是 可 圈 可 点 . 


例题 试 画 出 f (x) 一 z3 一 3z 十 1 的 图 像 . 


首先 ， 我们 要 找 出 图 像 的 高 点 跟 低 点 在 哪儿 (如 
末 有 的 话 )， 也 就 是 f(x) =0 的 所 有 点 ， 所以， 第 
1 步 就 是 求 了 (x): 
f(r)=3zx?—3. 
第 2 步 是 让 它 等 于 0， 也 就 是 解 : 
3(z2 一 1) 王 0， 
3(z 一 1)(z 十 1) 王 0. 
这 就 告诉 我 们 ，z=1 和 xz= 一 1 是 两 个 可 能 的 答案 . 
因此 ， 高 点 与 低 点 可 能 在 x=1 和 <z= 一 1 两 处 . 
那么 我 们 又 要 如 何 判 定 究竟 哪个 是 高 点 、 哪 个 是 低 


点 , 或 者 两 个 同 为 高 点 或 低 点 呢 ? 搞 不 好 两 个 都 是 休息 站 .要 怎么 判断 ?当然 
是 用 导数 . 我们 只 要 看 看 f(x) 在 其 他 z 值 的 导数 是 正 是 负 ， 就 能 知道 该 处 在 
递增 还 是 递减 ， 那么 要 怎么 看 / (xz) 对 不 同 的 z+ 值 是 正 是 负 呢 ?由 于 情形 较为 
复杂 ， 所 以 我 们 最 好 用 一 个 表 把 它们 全 都 列 出 来 : 


ee 3(Zx—1)(z 二 1) 
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睹 汶 谤 光一 1 这 十 天 为 本， 一 】 
也 为 负 ， 而 两 者 之 乘积 反而 变 成 了 正 ， 即 
六 (zz) 为 正 ， 所 以 (z) 在 递增 ， 当 我 们 通过 
了 X= 一 1，f(z) 就 从 递增 变 成 递减 ， 所 以 在 
7 三 一 1, 一 定 有 个 局 部 极 大 值 . 而 在 通过 了 
Zz 三 1 后 ,， f(z) 又 从 递减 变 成 了 递增 ， 所 以 在 
”XZ 三 1 一定 有 局 部 极 小 值 . 

为 了 画 出 函数 图 像 ， 我 们 还 得 知道 x 二 1 
与 x 二 一 1 时 的 函数 值 . 把 两 个 z 值 分 别 代 人 

帮 z)， 我 们 得 到 大 一 蕊 三 3 以 及 AI 三 一 1 
有 了 以 上 的 信息 ， 如 图 15.4 所 示 的 图 数 图 像 
便 昭然 若 揭 啦 ! 


15.2 能 够 绊 倒 你 的 狐 独 图 像 


好 ， 看 来 函数 图 像 不 过 如 此 ， 还 有 什么 事 需 要 知道 呢 ? 嘿 ， 以 上 两 个 例题 
仅仅 是 最 基本 的 ， 往 后 你 可 能 会 遭遇 到 的 难题 尚未 现 身 呢 .现在 让 我 们 挑 一 丙 
个 来 瞧 瞧 . 
1. 导数 等 于 0 的 点 ， 不 一 定 是 局 部 极 大 值 或 局 部 
极 小 值 ， 下 面 这 个 函数 
f(z)=z 
就 是 一 个 例子 . 
它 的 图 像 如 图 15.5 所 示 . 
2. 有 时 ， 一 个 函数 的 局 部 极 大 值 或 局 部 极 小 值 ， 
会 发 生 在 导数 不 存在 的 点 .下 面 的 函数 
F(z) 一 好 
就 是 一 个 这 样 的 例子 . 
它 的 导数 就 是 


f(z)=($)z-1. 
在 x==0， 导 数 没 有 定义 ! 但 是 从 图 
15.6 来 看 ， 极 小 值 的 确 发 生 在 X= 二 0 
的 地 方 . 


导数 等 于 0 或 者 导数 不 存在 的 
点 ， 都 有 可 能 是 局 部 极 大 值 或 局 部 
极 小 值 所 在 .所 有 这 些 点 的 z 值 ， 
都 称 为 临界 点 ， 了 解 这 点 非常 重要 . 


考试 必 背 ”局 部 极 大 值 与 局 部 极 小 值 所 在 点 ， 导 数 可 能 不 存在 ， 也 可 能 | 


等 于 0. 


15.3 二 阶 导 数 检测 


我 们 刚才 看 到 ， 若 在 点 z=a，f (zx) 二 0, 而 且 对 x<a， 了 (x) 之 0 (表示 
此 函数 在 a 的 左边 是 递增 的 ) 而 对 x 之 a, .f (x) 二 0 (表示 此 函数 在 4 的 右边 
是 递减 的 ) ， 则 点 z=a 一定 是 函数 f (x) 的 局 部 极 大 值 ( 山 丘 的 高 点 ). 不 
过 ， 每 次 都 要 在 临界 点 左 看 右 瞧 ， 也 真 够 烦人 的 了 ， 在 现在 这 个 忙碌 的 社会 ， 
谁 有 时 间 这 么 磨 足 ? 幸好 ， 我 们 有 一 个 代用 办 法 ， 可 以 更 快 得 知 那个 点 是 极 大 
还 是 极 小 . 

我 们 可 以 用 著名 的 “二 阶 导数 检测 ”， 它 的 功能 非常 惊人 : 


如 果 z=a 是 个 临界 点 ， 且 f (a) 二 0， 则 : 

1. 若 广 (a)>0， 则 函数 在 zx=a 有 局 部 极 小 值 . 

2. 若 太 (a)<0， 则 函数 在 z==a 有 局 部 极 大 值 . 

简单 吧 ! 惟一 的 问题 是 你 要 怎么 记 住 哪个 是 哪个 ， 而 不 至 于 搞 混 ? 这 也 很 
简单 ， 只 要 记得 图 15.7 所 示 的 面具 就 行 啦 ! 右边 的 笑脸 两 个 加 号 当做 眼睛 (加 


号 代表 三 (z) 之 0， 二 阶 导数 为 
正 ) ， 微 笑 的 嘴 形 当然 就 代表 局 部 
极 小 值 ; 左边 的 哭 脸 眼睛 闭 着 ， 是 
两 个 减 号 (代表 了 f(x) 二 0, 二 阶 
导数 为 负 ) ， 而 下 弯 的 嘴 形 当然 也 
就 表示 是 局 部 极 大 值 了 . 当然， 你 
也 许 会 认为 ， 我 现在 好 歹 也 是 大 学 
生 了 ， 可 不 想 再 玩 这 种 小 孩子 游 
戏 ! 但 是 ， 奉 劝 你 抛 开 自尊 ， 把 这 
两 个 可 爱 的 面具 记 牢 ， 没 事 的 时 候 
不 妨 亲 手 画 几 次 ， 这 对 记忆 非常 有 
帮助 . 

对 了 ,我 们 还 漏 掉 了 一 种 情 
况 ， 那 就 是 当 f(a) =0 的 情形 . 
真是 抱歉 ,我 们 也 不 知道 会 发 生 什 
么 情形 .事实 上 ， 它 仍然 表示 极 大 
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值 、 极 小 值 或 休息 站 的 其 中 一 种 ， 看 来 我 们 必须 回 到 那个 麻烦 的 老 方法 ， 耐 着 
性 子 去 检验 临界 点 两 边 的 导数 ， 看 看 究竟 是 递增 还 是 递减 . 已 经 讲 得 够 嘿 唆 


本， 让 我 们 来 点 实际 行动 吧 ! 


例题 试 求 函 数 F(z) 一 273 十 3z2 一 12z 十 14 的 所 有 极 小 值 和 极 大 值 


嘿 ! 这 和 前 一 个 例题 的 函数 长 相 不 是 差不多 吗 ? 不 过 ， 现 在 你 可 以 改 用 新 
学 到 的 二 阶 导数 检验 法 ， 去 判定 极 大 值 与 极 小 值 ， 我 们 已 经 知道 ，f (zx)==6zx? 
十 6z 一 12 一 6(z 一 1)(z 十 2) ， 而 两 个 临界 点 分 别 是 x= 一 2 和 z=1; 接着 取 二 
阶 导数 ， 得 到 产 (z)=12z 十 6. 由 于 (一 2)= 一 18 过 0, 所 以 在 z= 一 2， 有 
局 部 极 大 值 ; 又 由 于 (1) 二 18>>0， 所 以 在 z= -1 有 局 部 极 小 值 ， 你 眶 ， 这 多 


么 简单 呀 ! 


15.4， 凹 性 


现在 让 我 们 谈 谈 曲线 更 精致 的 一 面 ， 你 知道 那些 喜欢 买 精致 小 跑车 的 跑车 
狂 ， 他 们 其 实 极 少 把 车 开 出 去 忽 风 ， 他 们 只 是 长 年 把 车 停放 在 车 库 ， 不 时 去 控 
拭 、 抚 摸 一 番 ， 对 此 我 们 一 点 也 不 觉得 怪异 ， 当 隔 着 一 层 和 柔软 的 布 ， 顺 着 车 轮 
上 方 的 挡 泥 板 ， 一 寸 一 寸 地 感受 金属 车 身 的 平滑 表面 ， 有 谁 能 不 为 之 陶醉 呢 ? 
那 种 说 不 上 来 的 感受 ,混合 着 刺 鼻 的 机 油 味 、 玲 珑 的 保险 杆 曲线 …… 无 一 不 叫 
人 想入非非 但 是 ， 这 跟 数 学 有 哈 关 系 呢 ? 

这 个 嘛 ， 数 学 至 少 可 以 帮助 你 赚 到 买 跑车 所 需 的 钱 ， 而 且 一 旦 你 把 车 开 回 
家 之 后 ， 还 会 需要 数学 替 你 度量 那些 挡 泥 板 的 曲线 有 多 凹凸 有 致 ， 也 好 在 下 次 
的 跑车 展示 会 上 ， 向 众人 炫耀 一 番 . 

那么 我 们 该 如 何 度量 那些 曲线 呢 ? 这 就 是 二 阶 导数 了 (x) 的 工作 与 用 途 
啦 ， 二 阶 导数 其 实 是 一 阶 导 数 的 导数 ， 即 (六 (zx)) ， 也 就 是 一 阶 导数 的 变化 
率 ; 另 一 个 说 法 是 ， 它 是 切线 斜率 的 变化 率 ， 如 果 六 (zx) 是 个 正 值 ， 切 线 的 斜 
率 递 增 ， 也 就 表示 函数 图 形 的 四 口 向 上 (笑脸 ， 见 图 15.8). 


当 六 (z) 是 负 值 ， 表 示 切 线 的 方向 也 在 逐渐 变化 ,但 是 这 一 次 ， 负 值 告诉 
我 们 斜率 正在 递减 于 是 就 得 到 如 图 15.9 所 给 的 一 条 串口 向 下 的 曲线 《器 脸 )， 
记忆 诀 穿 ”起 想 这 段 顺口 汐 : “四 口 向 上 .…… 来 二 一杯。 四 口 向 下 .……. 为 
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何 皱 眉头 ?” (好 啦 好 啦 ， 还 是 
老 一 套 . 那 又 怎么 样 ? 你 到 底 
想 不 想 得 高 分 呀 ?) 


如 果 广 (z) 值 很 大 ， 而 且 
管 是 正 是 负 ， 都 表示 切线 斜 
率 的 变化 很 大 ， 所 以 画 出 来 的 
则 线 弯曲 度 很 大 反之， 如 果 ”全 eh . 
六 (zx) 值 很 小 ， 那 表示 切线 斜率 ”“ 
的 变化 很 缓慢 ， 图 上 各 点 的 切线 指 着 差不多 同一 个 方向 ， 因此 画 出 来 的 图 像 只 
有 稍微 的 弯曲 . 

曲线 从 凹 口 同 上 变 成 凹 口 向 下 ， 或 从 凹 口 向 下 变 成 凹 口 向 上 的 点 ， 我 们 称 
为 抛 点 ， 在 抛 点 上 ， 只 有 两 种 情形 : 了 (zx)=0, 或 f(z) 根本 不 存在 .在 画 函 
数 图 像 的 典型 考题 里 ， 可 能 会 要 求 你 找 出 一 个 函数 的 所 有 拐点 ， 接 着 把 图 形 画 
出 来 ， 并 标示 凹 性 ， 在 你 读 过 上 面 这 些 内 容 之 后 ， 这 种 题目 简直 就 跟 喝 汤 一 样 
简单 . 

再 回 到 我 们 刚才 那 道 例题 : 

f(z)=273 二 37r—12zx++14. 


因为 
三 (z) 王 12z 十 6， 
所 以 可 能 的 拐点 在 z= 一 六. 进一步 的 计算 告诉 我 们 : 
对 z< 一 斑 ， f(z)<0 
以 及 


对 z> 一 去 , 了 (2)>0， 


所 以 证 明 z= 一 去 的 确 是 一 个 拐点 ， 而 在 该 点 的 左边 ， 函 数 曲线 叫 口 向 
下 ， 该 点 右边 的 曲线 则 四 口 向 上 . 


实用 部 分 


16.1 闭 区 间 上 的 最 大 值 及 最 小 值 


假如 我 们 想 求 某 个 图 数 的 最 大 值 ， 璧 如 求 头 皮 上 和 毛 襄 数目 的 最 大 值 ， 然 
而 ， 我 们 最 后 得 出 的 头皮 上 的 毛囊 数目 ， 是 金额 z 的 函数 ， 而 xz 是 我 们 愿意 付 
给 “安乐 尼 植 发 沙龙 ”的 植 发 费用 .在 这 个 假设 里 ， 我 们 还 必须 考虑 一 些 现实 
问题 ， 那 就 是 我 们 口袋 里 面 的 钱 有 限 ， 总 得 存 一 笔 钱 ， 以 备 老 来 补 牙 之 用 .所 
以 ,我们 不 得 不 把 植 发 费用 xz 的 范围 限定 为 0 兰 x<500 (单位 : 美金 ). 

现在 ,我 们 想 知道 在 区 间 [0,，500] 内 ， 毛 宫 总 数 男 数 及 (xz) 是 否 有 一 个 
绝对 极 大 值 (或 最 大 值 )? 而 对 这 个 五 (z) ， 假 设 我 们 已 经 有 一 个 很 明确 的 函 
数 来 表示 : 及 (z) 二 12x? 一 2 400z 十 120 000， 接 下 来 ,我们 就 可 以 找 出 H(z) 
在 给 定 区 间 内 的 最 大 值 . 

首先 我 们 注意 到 ， 在 给 定 的 费用 限度 区 间 内 ， 该 函数 跟 它 的 导数 处 处 有 定 
义 ， 所 以 对 区 间 内 的 任何 一 个 局 部 极 大 值 (或 局 部 极 小 值 ), 都 有 H' (z) 一 0. 
因此 ,发 生 最 大 值 的 位 置 只 有 两 种 : 一 是 位 于 其 中 一 个 临界 点 上 ， 一 是 位 于 该 
区 间 的 头 尾 两 端点 中 之 一 点 (在 这 个 例子 中 ， 就 是 指 z=0 或 z=500)， 好 啦 ， 
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经 过 这 么 解释 之 后 ， 你 应 该 知道 找 出 最 大 值 的 方法 就 是 : 先 找 出 临 罩 点 ， 接 着 
算出 各 临界 点 以 及 区 间 两 端点 的 函数 值 ， 然 后 取 其 中 最 大 的 那 一 个 值 一 这 就 
是 我 们 所 要 的 答案 啦 ! 

3 H (z) 王 24z 一 2400， 令 它 等 于 0 之 后 ， 我 们 就 得 到 z=100 
美金 ， 这 是 惟一 的 临界 点 ， 接 着 再 __ 计 算出 此 临界 点 以 及 头 尾 两 端点 的 毛 可 
示人 我 们 依 序 得 到 瓦 (0) =120 000 个 毛 赛 、 瓦 (100)=0 个 毛 赛 ， 以 及 
HH(500) 二 1 920 000 个 毛囊 .所 以 ， 毛 赛 数 的 最 大 值 显 然 发 生 在 我 们 伦 了 500 
”美元 的 时 候 . 换 句 话说 ， 在 你 一 毛 都 不 肯 拔 的 情况 下 ， 你 只 能 维持 你 原 有 的 

”120 000 个 毛 衷 ， 比 一 般 正 常数 目 要 少 一 些 ; 你 若是 付出 了 100 美元 ， 他 们 开 
始 蔡 你 治疗 ， 显 然 那 么 一 点 点 钱 ， 只 够 他 们 把 你 所 有 的 头发 全 部 整 光 ， 但 是 如 
果 你 肯 化 探 500 美元 ， 你 的 头发 不 但 可 以 该 密 得 掩盖 住 脑 袋 瓜 ， 甚 至 还 可 盖 住 
你 的 脖子 跟 痛 部 ， 明 年 夏天 你 的 防晒 开销 可 因此 市 省 不 少 . 


16.2 应 用 问题 


好 啦 ! 我 们 现在 要 进入 微 积分 的 实用 部 分 了 ， 研 究 理论 真 的 非常 了 不 起 ， 
叫 人 回 往 ， 每 一 个 搞 研 究 的 人 ， 都 布 望 在 有 生 之 年 能 够 研究 出 宇宙 的 大 一 统 定 
理 , 但 是 那 并 不 是 一 种 可 以 用 来 维持 生计 的 可 靠 职 业 . 在 这 一 节 里 ， 我 们 要 解 
决 一 些 最 现实 的 应 用 问题 例如“ 如何 用 一 张 长 方形 硬 纸板 ， 做 出 一 个 具有 最 
大 体积 的 纸 盒 ?” 你 听 了 可 能 会 觉得 好 笑 ， 殊 不 知 这 正 是 最 典型 的 题目 之 一 ， 
在 微 积 分 教科 书 里 经 常 出 现 ， 次 数 比 任何 其 他 的 题目 都 更 高 ， 另 外 ， 又 有 谁 会 
忘记 那个 深 受 学 生 喜 爱 的 问题 :“ 如 果 一 位 农夫 手 上 有 100 英尺 长 的 围栏 ， 想 
用 它 围 出 一 个 长 方形 猪 团 ， 而 且 这 个 猪 圈 的 其 中 一 边 紧 靠 着 现成 的 房屋 墙壁 . 
试问 : 若 想 圈 出 最 大 面积 的 猪 圈 ， 长 、 宽 应 该 各 为 多 少 ?” 

我 们 知道 ， 你 心里 会 想 : 在 美国 ， 如 今 仍 靠 着 传统 农业 谋生 的 人 ， 在 人 口 
比例 上 已 经 非 营 少 ， 少 到 我 们 需要 用 放大 镜 才 勉强 看 得 见 . 所 以 ， 这 种 题目 老 
于 就 过 时 而 无 关 暴 要 了 ， 是 几 十 年 前 报 童 骑 自 和 和 送 根 的 时 代 才 和 需要 注意 的 是 
目 ， 以 美国 为 例 ， 生 猪 如 今 都 成 了 巨 无 霸 事 业 集 团 的 “产品 ”和 “收成 "， 这 
避 训 业 入 团 折 有 下 个 内 布 拉 半 加州、 沁 萤 新 放 及 胡 阿 华 州 ， 而 昔日 的 报 间 ” 也 


经 换 成 了 身 穿 紧 身 了 恤 的 成 年 人 ， 开 着 锈 迹 斑斑 的 老式 汽车 ， 仪 表 板 底下 还 
训 着 半 条 贸 半 中 机 

但 是 你 得 记 住 ， 这 些 取 代 了 末代 农夫 的 “农业 公司 ”， 每 年 都 要 付 给 
pe 
报 的 专业 机 械 ， 也 对 如 何 精简 送 报 路 线 非常 有 兴趣 ， 因 为 那样 一 来 ， 那 些 老 式 
汽车 就 可 以 少 跑 些 路 ， 撑 久 一 些 ， 而 公司 的 开销 也 会 更 为 节省 . 

面 对 这 类 问题 ， 我 们 该 运用 什么 理论 来 解决 呢 ? 

记得 我 们 在 上 一 节 说 过 ， 当 函数 有 一 个 局 部 极 大 值 或 局 部 极 小 值 ， 而 且 知 
它 的 导数 存在 ， 则 导数 为 0， 所 以 ， 一 个 图 数 的 绝对 极 大 值 或 极 小 值 ， 就 在 导 
数 为 0 或 导数 不 存在 的 点 上 (这 两 种 点 都 是 临界 点 ) ， 否 则 就 是 在 定义 域 的 头 
尾 两 端点 上 . 


警告 ” 别 忘 了 : 最 大 值 或 最 小 值 可 能 出 现在 端点 的 其 中 一 点 .譬如 说 ， 有 
个 非常 思春 的 问题 是 这 样 问 的 : “假设 你 有 100 英 矿 长 的 围栏 备用 ， 请 问 面积 
“最 小 ”的 长 方形 猪 圈 ， 长 宽 应 该 是 多 少 ?” 如 果 题 目 没 印 错 ， 答 案 当 然 出 现在 
闭 区 间 [0，100] 的 端点 (也 就 是 长 宽 都 等 于 0 英尺 的 “ 猪 团 ” 一 一 这 只 能 图 
住 出 这 种 题目 的 于 猪 !) 


现在 ， 让 我 们 从 最 简单 但 也 是 很 普通 的 题目 做 起 ， 并 且 一 边 做 一 边 说明 ， 
解 这 类 “最 大 、 最 小 值 ”问题 的 各 种 技巧 . 


例题 ” 试 找 出 两 个 非 负 值 的 实数 ， 让 两 数 的 和 为 66， 而 且 乘积 为 最 大 值 


( 解 这 个 问题 其 实 可 以 不 用 微 积分 ， 但 是 既然 这 是 微 积 分 课 ， 而 且 举 这 个 
例题 出 来 ， 是 要 让 各 位 学 习 微 积分 技巧 ， 以 便 用 在 其 他 许多 题目 上 ， 而 不 是 要 
向 大 家 证 明 ， 我 们 在 没有 微 积分 的 困苦 条 件 下 如 何 勉强 过 日 子 ， 所 以 ,我 们 在 
这 儿 非 得 使 用 微 积 分 不 可 . ) 


第 1 步 : 设 变 量 ， 令 第 一 个 量 是 x， 第 二 个 量 是 > 由 于 两 个 变量 都 得 是 
非 负 的 实数 ， 所 以 
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T 之 0，y 一 0， 
请 注意 ，z 跟 y 都 必须 小 于 或 等 于 66. 
第 2 步 : 写 出 一 个 函数 ， 以 便 待 会 儿 可 以 求 它 的 最 大 值 ， 在 这 儿 我 们 选用 
了 英文 字母 P 来 代表 该 函数 (这 个 选择 不 错 ， 因 为 P 是 “乘积 ”product 这 个 
英文 单词 的 第 一 个 字母 )、 按 题 意 ,可 令 
P= ry. 
我 们 的 目的 就 是 要 找 出 了 的 最 大 值 . 
第 3 步 : 把 变量 之 间 的 关系 写 出 来 ， 题 目 已 经 清楚 告诉 我 们 ; 
Z 十 y 一 66. 
第 4 步 : 利用 第 3 步 写 出 的 关系 式 ， 把 函数 P 的 变量 数目 减少 为 只 有 一 
个 . 由 于 y 一 66 一 zx， 我 们 得 到 : 


P=xr 066 一 工 ). 
第 5 步 : 找 出 了 的 临界 点 ，、 由 于 
z P=667x— 7x?, 
”因而 
P'=66—27. 
令 忆 =0， 则 
860 一 2Zz 一 0， 
Z 一 33. 


表示 我 们 有 一 个 临界 点 ， 至 于 P 在 此 z 值 上 是 极 大 值 、 极 小 值 ， 还 是 两 个 
都 不 是 ? 这 得 等 到 进入 第 6 步 才 知 道 . 
第 6 步 : 运用 二 阶 导 数 检 测 ， 取 二 阶 导 数 之 后 ， 得 到 ; 
P=—2 
所 以 
P'(33)=—2<0 


就 是 x=0 跟 x==66， 结 果 发 现 ， 两 处 函数 值 都 等 于 0， 没 有 办 法 跟 z= 33 的 函 
数值 较量 .所 以 这 个 极 大 值 就 是 最 大 值 . 因而 ，z=33， 而 y 一 66 一 33 一 33. 
第 7 步 : 写 下 最 后 答案 。 叫 人 吃惊 的 是 ， 许 多 学 生 忘记 这 一 步 . 


我 们 要 找 的 两 个 数 就 是 : 33 和 33. 

读 到 这 里 ， 你 九 成 九 又 在 胡思乱想 ， 不 过 不 用 你 说 ， 我 们 也 知道 你 在 想 什 
么 ， 你 在 想 : 这 有 啥 了 不 起 ， 哪 儿 需 要 这 般 费 事 ? 我 用 猜测 也 可 以 得 到 同样 的 
答案 ， 如 果 你 真是 这 么 想 ， 那 表示 你 很 了 不 起 ， 有 超 强 的 能 力 ， 可 以 在 “通电 
热线 ”之 类 的 节目 轻易 谋 得 一 份 电话 咨询 工作 ， 请 注意 ， 如 果 我 们 把 题目 稍稍 
改 一 下 ,同样 是 找 出 两 个 非 负 的 实数 ， 让 它们 的 和 为 66， 但 乘积 却 为 最 小 值 ， 


那么 答案 就 会 变 成 在 定义 域 的 端点 ， 也 即 0 与 66. 
此 题 到 此 结束 ， 请 继续 看 下 题 


例题 ”你 正在 北美 五 大 湖 之 一 伊利 湖上 划 着 小 船 ， 船 上 载 着 你 未 来 的 小 血 
子 ， 此 刻 ， 船 的 位 置 离 湖岸 2 英里 远 (假设 湖岸 是 笔直 的 )， 在 高 你 最 近 的 岸 边 那 
一 点 沿岸 6 英里 外 ， 你 看 到 了 一 个 流动 山 所 ， 就 在 这 时 ， 你 突然 觉得 想 上 出所. 
怎么 办 ? 现在 已 是 九 月 ， 湖 水 冰冷 ， 所 以 别 想 下 水 .更 何况 你 的 船上 还 有 乘客 
(尽管 他 对 你 的 “ 索 华 游艇 ” 毫 无 好 感 )， 要 是 他 不 在 场 ， 你 可 以 站 在 船 妊 ， 面 对 
湖 心 ， 米 个 就 地 解决 ， 不 过 那 也 得 在 天 气 展 瞳 或 湖面 雾气 很 重 的 时 候 才 有 可 能 ， 
偏偏 现在 阳光 普照 ， 船 上 的 一 举 一 动 从 岸上 都 看 得 一 清二 臣 . 要 槽 的 是 ， 岸 边 全 
是 房 会 ， 屋 主 还 都 认识 你 的 爸 妈 ， 巴 不 得 看 你 出 洋 相 . 

所 以 ， 你 只 能 循 规 路 答 ， 划 到 岸 边 ， 好 啦 ， 你 知道 你 划船 的 时 速 是 2 英里 ， 
而 在 陆地 上 跑 的 速度 是 每 小 时 6 英里 (车 在 平日 不 需 门 尿 的 情况 下 ， 还 能 跑 得 更 
快 些 )， 那 么 ， 你 应 该 对 准 岸 边 的 哪 一 点 划 过 去 ， 才 可 在 最 短 的 时 间 内 赶 到 那个 流 
动 而 所 ? 


瞧 ， 我 们 前 面 不 是 告诉 你 微 积分 很 有 用 吗 ? 在 这 个 例题 中 ， 你 就 可 以 感受 
到 ， 微 积分 的 确 跟 许多 切身 问题 有 关 ， 而 且 你 真 的 会 非常 想 知道 答 罕 ! 


第 1 步 : 男 一 幅 图 ， 然 后 再 设 定 变量 ， 上 一 个 例题 不 需 画 图 ， 是 因为 没有 
什么 东西 值得 画 ， 图 不 必 画 得 很 仔细 ， 璧 如 你 未 来 的 小 身子 ， 因 为 跟 计 算 无 
关 ， 就 不 必 画 进去 岸上 的 风景 也 不 必 有 勾勒 出 来 .你 需要 画 的 只 是 一 条 直线 ， 
代表 湖岸 ， 并 在 离 岸 边 2 英里 处 的 湖面 上 画 一 个 小 船 ， 然 后 在 下 游 6 英里 处 画 
出 而 所 就 可 以 了 ， 令 z 为 你 打算 上 岸 的 那 一 点 跟 离 你 最 近 的 岸 边 那 点 之 间 的 距 
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高 ， 那 么 6 一 z 就 是 你 必须 沿 着 岸 边 跑 完 的 剩 下 距离 ， 如 图 16.1 所 示 . 


第 2 步 : 写 出 欲求 最 小 值 的 那个 函数 .利用 勾 股 定理 (直角 三 角形 的 斜 边 
平方 等 于 其 他 两 直角 边 的 平方 和 ) ， 你 划船 经 过 的 距离 应 该 等 于 : 
Dw =vV 4 十 x? ， 
式 子 中 的 w 代表 水 路 .为 求 出 你 花 在 划船 上 的 时 间 ， 我们 可 利用 以 下 的 关 
系 式 : 


距离 一 速度 时 间 
我 们 求 的 是 时 间 ， 也 即 
时 间 三 距离 二 速度 . 
所 以 你 花 在 划船 上 的 时 间 就 等 于 : 
ee 4 十 x< 


另 一 方面 ， 你 得 跑 6 一 x 英里 的 距离 ， 而 你 的 速度 为 每 小 时 6 英里 ， 所 以 你 花 
在 跑步 上 的 时 间 是 : 


式 子 中 的 1 代表 陆地 .因此 ， 从 你 开始 向 岸 边 划 船 到 你 跑 到 厕所 ， 整 个 行程 所 
”花费 的 时 间 是 : 


2 —_ 
T(z)=Tw+Ti— te 6x 


2 6 

请 注意 ， 假 如 你 不 管 三 七 二 十 一 ， 直 接 划 到 最 近 的 岸 边 上 岸 ， 然 后 跑 完 整个 路 
程 的 话 ， 你 得 花 上 T(0)=2 小 时 .相反 的 ， 如 果 你 压根 儿 不 想 跑 步 ， 而 是 把 
船 头 对 准 了 流动 厕所 笔直 划 过 去 ， 也 就 是 zx 王 6， 所 以 你 会 花 T(6) <:3.16 小 
时 .之 所 以 要 用 微 积分 ， 是 你 极 希望 愈 快 到 达 出 所 愈 好 |! 

第 3 步 : 写 下 变量 之 间 的 关系 式 ， 在 这 个 例题 里 ， 我 们 只 有 一 个 变量 ， 所 
以 在 这 一 步 我 们 不 需 做 任何 事情 ， 可 以 趁机 休息 2 秒 钟 ， 滴 答 、 滴 答 ， 好 ， 时 
间 到 ! 进入 下 一 步 . : 

第 4 步 : 把 变量 减少 为 只 剩 下 一 个 . 这 一 步 也 做 完了 ， 可 再 多 休息 2 秒 
钟 ， 然 后 进入 下 一 步 . / 

第 5 步 : 找 出 临界 点 。 先 取 导 数 : 

| T(z)= (tt) + 


71 VC4 十 z2)- 二 1 
T(x)= (3) $2 
令 它 等 于 0 
(4+z2)-72r 1_.0 
2 6 
然后 解 x 
x 1 
2(4 十 z2) 6 


6z 一 2(4 十 z2) 主 ， 
3z 二 (4 十 zx2 ， 
9z2 一 4 十 并 ， 
8r? =4, 


zl 


-1 明 : 
z 一 万 0. 707( 英 里 ). 
第 6 及 第 7 步 : 检验 并 确定 它 是 最 小 值 ， 最 后 把 答案 写 出 来 . 


请 注意 , 在 z=0 跟 zx=6 之 间 只 有 一 个 临界 点 ， 我 们 认为 它 应 该 就 是 我 们 
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在 寻找 的 极 小 值 . 当然 ， 我 们 可 以 取 二 阶 导数 去 查 明 它 是 还 不 是 ， 但 是 在 这 个 
情况 下 实在 无 此 必要 ， 为 什么 呢 ?” 因 为 我 们 已 经 知道 ,在 z=0 跟 x=6 这 两 个 


端点 的 函数 值 ， 而 且 也 知道 z= 雄 代 入 后 得 到 的 总 时 间 ， 会 比 T(0) 与 T(6) 都 
来 得 少 ， 算 式 如 下 ; 


如 有 宁 你 耐 点 烦 把 结果 计算 出 来 ， 就 会 得 到 
1 
T(#)~1. 94( 小 时 ). 


它 比 2 小 时 与 3. 16 小 时 都 短 ， 所 以 没 问题 ,果然 就 是 我 们 要 的 极 小 值 . 
只 十 对 数 尿 时 间 来 说 ,仍然 太 久 了 点 ， 有 了 这 次 经 验 ， 希 望 你 以 后 能 事先 准备 
得 好 一 些 . 


例题 ” 北 堪萨斯 大 学 正 要 建造 一 条 供 学 生 使 用 的 新 跑道 ， 运 动 场 的 设计 是 将 
两 个 半圆 连接 在 一 个 长 方形 的 两 端 ， 而 跑道 就 沿 着 整个 区 域 的 周边 建造 ， 如 图 16.? 
所 示 . 只 不 过 由 于 经 费 紧缩 ， 学 校 当局 决定 利用 跑道 中 间 的 场地 来 种 玉米 ， 如 果 
跑道 的 全 长 一 定 得 是 440 码 ， 试 判定 能 够 使 玉米 种 植 面积 最 大 的 跑道 用 地 所 需 的 
尺寸. 


Nh eS NO PD 0 pe ot ee Oe eS RE Re nr cn ee oe tN ee ese 


第 1 步 : 画图 ， 我 们 已 经 营 你 画 好 了 .有 瞧 ， 我们 一 直 站 在 你 这 边 . 
第 2 步 : 写 出 待 会 馈 求 最 大 值 的 函数 . 由 于 题目 要 你 使 跑道 中 间 那 块 地 的 
面积 为 最 大 ， 因 而 你 需要 把 那 块 地 的 面积 函数 4， 用 圆 半径 ~ 跟 长 方形 宽广 表 


示 出 来 ， 事 实 上 ， 面 积 A 就 等 于 两 个 半圆 的 面积 〈 各 等 于 区  ) 及 中 间 的 长 方 
形 面积 (等 于 2rh) 的 和 ， 即 ; 


A=xr 二 2rh. 
第 3 步 : 写 下 所 有 变量 之 间 的 关系 式 . 题目 里 面 就 有 : 我 们 看 到 跑道 长 度 
为 440 码 ， 这 也 就 告诉 我 们 ~ 跟 疡 之 间 的 关系 ， 因 为 跑道 是 由 两 段 半圆 (加 起 
来 等 于 一 整个 圆 ， 总 长 为 2xr) 再 加 上 上 下 两 段 直线 跑道 的 长 度 (每 一 段 均等 
于 长 方形 宽 h， 故 总 长 24)， 即 : 
440 二 2xr 十 2h. 
第 4 步 : 把 函数 中 的 变量 减少 到 一 个 ， 从 上 面 的 方程 式 ， 取 六， 
h=220—xr. 
把 此 式 子 代入 前 面 的 函数 A， 使 它 变 成 仅 含 变量 > 的 函数 : 
A=xr 二 2r(220—xr). 
所 以 ， 
A(r) 一 440r 一 rr2. 
第 5 步 : 取 其 导数 ， 并 令 导 数 为 0. 
A’(r)=440r—2xr. 
令 它 等 于 0: 
440 一 rr 一 0. 


_220 
20 


r 


第 6 步 : 利用 二 阶 导数 检测 . 
4 (r)=— 2x, 
从 这 儿 我 们 看 到 ,无论 你 用 什么 r+ 值 ，A” 都 为 负 值 ， 记 得 吧 ? 负 值 是 器 
人 立 ， 嘴 角 下 弯 ， 所 以 我 们 找到 的 一 定 是 极 大 值 ， 假 如 你 仍然 不 放心 ， 你 可 以 去 
检查 头 尾 两 端点 . 
第 7 步 : 回答 问题 .这 个 题目 是 个 非常 好 的 示范 ， 可 以 告诉 你 为 何 最 后 一 
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步 非 常 重要 .因为 做 到 目前 为 止 ， 你 搞 不 好 并 未 领会 到 出 题 教授 所 问 的 关键 句 
了 .这 个 题目 是 问 :“ 田 径 场 的 尺寸 为 何 ?” 但 到 目前 为 止 ， 我 们 只 把 > 计算 出 
来 ， 却 忽略 了 站， 所 以 我 们 还 需 要 告 出 来 ， 当 A 面积 最 大 时 , h 是 多 少 ， 这 个 
容 吻 ， 由 于 
/一 220 一 
所 以 
h=220—x (“~ )=0. 


换 句 话说 ， 你 应 该 大 声 回 答 : 这 个 跑道 必须 是 圆 的 ! 真是 太 神奇 了 ， 杰 
到 ， 完 全 跟 我 们 熟悉 的 跑道 形状 大 寞 其 趣 ! (不 管 你 个 人 对 跑道 形状 的 好 恶 如 
何 ， 要 记 住 ， 你 无 论 如 何 都 得 写 下 ~ 跟 六 两 个 值 ， 最 好 把 它们 疼 起 来 可 能 
的 话 ， 用 显眼 的 紫色 笔 最 好 啦 . ) 


过 了 上 面 3 个 由 张 和 人 诛 的 例题 之 后 ， 我 们 对 最 大 、 最 小 值 问题 ， 应 该 变 
由 当 得 避 王 了， 所 不 必 反 全 汪汪 王 疏 人 丽人 我 们 加 
去 ， 试 着 解决 那个 老 掉 牙 的 猪 圈 问 题 . 


例题 ( 猪 圈 问题 ) 。 如 果 有 位 农夫 手边 有 100 英尺 长 的 围栏 ， 他 想 围 出 一 个 
长 方形 的 猪 圈 来 ， 该 猪 圈 的 其 中 一 边 可 利用 农场 上 现成 的 一 长 条 篇 估 ， 为 了 让 鱼 
图 的 面积 最 大 ， 它 的 长 宽 应 该 各 是 多 少 ? 


现在 呢 ， 别 为 小 猪 心烦 ， 这 些 猪 跟 解 题 无 关 ， 你 得 想 办 法 把 注意 力 集中 在 
解 题 上 上， 别管 猪 长 得 是 啥 样子 ， 重 点 是 猪 圈 ， 要 画 的 也 是 猪 圈 ， 一 画 、 两 画 、 
髓 一 田 ， 猪 圈 就 画 好 了 ， 见 图 16. 3. 


弄 关 的 面积 为 A(z) =z (于 ) 一 0， 而 由 于 我 们 只 有 100 英尺 
围栏 可 以 使 用 ， 所 以 落 在 闭 区 间 [0，100] 内 ， 取 函数 4(z) 的 导数 之 后 
就 得 到 4'(z) 一 亲生 一 50 一 x 


没 4 (z)=0， 得 到 50 一 z=0， 故 xz=50， 在 两 端点 ， Bxz=0 和 x==100 
内 处 ， 猪 圈 的 面积 都 等 于 0， 但 在 z=50， 猪 圈 面 积 为 1250 平方 英尺 ， 所 以 


到 A(x) 二 一 1， 再 度 证 
明 这 是 一 个 局 部 极 值 . 最 后 ， 我 们 还 得 加 上 一 句 :“ 能 使 猪 圈 面 积 最 大 的 尺寸 
是 50 英 矿 X25 英 厂 "， 才 算 大 功 告 成 . 


那么 其 他 类 型 的 问题 呢 ? 警 如 下 列 这 个 众所周知 的 纸 合 问题 : 把 一 张 长 广 
形 硬 纸板 (尺寸 固定 ， 警 如 5 英尺 X8 英尺 ) 的 四 个 角 ， 各 剪 去 同样 大 小 的 正 
方形 块 ， 然 后 把 剩 下 的 部 分 折 成 一 个 上 方 有 开口 的 纸 盒 ， 如 果 剪 去 的 正方 形 边 
长 为 =， 请问 z 等 于 多 少时 ， 折 成 的 纸 盒 会 有 最 大 的 容积 ? 这 是 个 经 典 的 是 
目 ， 你 可 以 自己 在 家 里 练习 练习 . 


获取 最 大 利润 的 各 种 问题 


最 后 一 类 季 见 的 问题 就 是 生意 问题 . 

你 瞧 ， 现 在 你 都 快 读 完 大 半 本 书 啦 ， 我 们 却 还 没有 告诉 你 如 何 赚 得 堆积 如 
山 的 大 量 银子 .到 底 什么 时 候 我 们 才 会 说 明 ， 该 怎么 让 你 富有 得 开始 担心 自己 
捐 钱 捐 得 手 酸 ? 你 盼望 的 日 子 终于 来 到 了 ， 下 面 就 是 啦 ! 让 我 们 一 起 来 发 财 ! 


例题 (利用 人 性 弱点 的 获 利 问题 ) 你 发 明了 一 种 以 花生 普 为 主 的 墨西哥 
食物 新 沾 普 ， 于 是 就 在 学 生活 动 中 心 前 面 摆 了 个 小 摊子 ， 贩 卖 这 种 用 瓶装 的 粘 糊 
糊 的 玩意 儿 ， 不 知 怎 的 ， 传 出 了 一 个 谣言 (谣言 的 来 源 当 然 追 查 不 到 你 老兄 的 头 
上 )， 说 这 种 粘着 有 好 的 功效 ， 于 是 销售 量 节 节 高 升 ， 等 销售 情况 渐 趋 稳定 之 后 ， 
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你 发 现 以 每 瓶 卖 1 美元 的 价钱 ， 每 天 能 卖 挤 500 瓶 ; 如 果 价格 每 提高 5 美 分 钱 ， 每 
天 就 会 少 卖 挤 2 瓶 .另外 再 假设 你 每 天 有 笔 固定 开销 (保护 费 ) 200 美元 ， 而 你 的 
成 本 是 每 并 50 美 分 钱 . 试 计算 : 若 要 获得 最 大 利润 ， 你 应 该 把 售 价 订 为 多 少 ? 


由 于 你 已 经 知道 如 何 解决 这 种 问题 ， 我 们 在 这 儿 就 只 讨论 如 何 把 问题 建立 
起 来 ， 既 然 利润 是 关键 ,我 们 就 设 函数 P(z) 为 你 每 天 的 利润 ， 其 中 的 z 是 你 
所 订 的 每 瓶 售 价 ， 另 外 再 设 是 每 日 的 销售 瓶 数 ， 依 题 意 ， 可 知 y 随 着 价格 x 
在 变 ，z 每 增加 1 美元 ，y 就 碱 少 40 瓶 ， 因 此 在 售 价 = 时 的 每 日 销售 y， 可 写 
成 下 列 方程 式 : 

y= 二 500 一 40(zx 一 1) 二 540 一 40x. 

你 的 每 日 利润 应 该 等 于 日 收入 减 去 同日 的 成 本 ; 收入 就 是 xy， 而 成 本 等 
于 200 十 0. 5y， 所 以 利润 就 是 : 

P(z) 王 zy 一 (200 十 0.5y) 一 (z 一 0.5)y 一 200， 

把 关系 式 y* 一 540 一 40z 代 人 上 式 ， 我 们 得 到 ; 

忆 (z) 王 (ZX 一 0.5)(540 一 40z) 一 200， 

好 了 ， 从 这 儿 之 后 的 步 又 就 交 给 你 啦 ， 由 你 去 求 P(x)、 令 它 为 0， 然 后 

先 找 出 临界 点 ， 再 找 出 最 佳 价格 ， 赚 到 大 钱 之 路 就 不 远 啦 ! 
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各 微分 法 : 咱们 
就 拐弯 抹 角 吧 


假设 你 的 老板 对 你 说 : “我 受 够 了 你 的 无 能 与 不 称职 ,无 论 什么 工作 交 给 
你 ， 你 都 能 把 它 搞 砸 ! 现在 整个 公司 已 经 到 了 破产 边缘 ,就 是 承蒙 你 老兄 所 
网 ， 现 在 去 把 你 的 办 公 桌 清 干净 ， 别 让 我 再 看 到 你 的 脸 !1” 

听 老 板 这 么 一 说 ， 你 可 能 还 想 执 白 说 他 并 没有 明白 告诉 你 : “你 被 开除 
了 !” 不 错 ， 他 的 确 没有 ， 但 他 话 里 的 涵义 已 经 非常 明显 了 : 他 等 于 已 经 下 了 
命令 叫 你 卷 铺 盖 走 路 啦 . 

同样 的 ， 方 程式 也 可 能 有 隐 而 不 显 的 涵义 ， 警 如 : 

y 十 x* 一 3 二 0， 
它 其 实 是 在 把 y 描述 成 一 个 z 的 图 数 ， 只 是 表示 得 不 那么 一 请 二 楚 半 了. 至 于 
清楚 的 表示 法 ， 只 需 把 x? 一 3 移 到 等 号 的 男 一 边 就 成 了 ， 也 就 是 y 三 一式 十 3. 

更 广义 地 说 ， 任 何 一 个 方程 式 都 可 能 是 把 > 表示 成 地 的 隐 图 数 ， 甚 至 当 我 

们 没 办 法 把 y 单 独 拿 出 来 放 在 等 号 的 一 边 时 也 不 例外 . 我们 举 个 例子 : 
六 十 y 十 xX? 十 2X 二 0. 

上 式 一 样 可 以 把 > 看 成 是 z 的 呆 数 ， 虽 然 我 们 不 太 可 能 把 它 写成 y= f(zx) 
的 形式 ; 这 时 ， 如 果 已 知 z 为 某 个 值 ， 我 们 就 可 以 代入 此 方程 式 ， 解 出 相对 应 
的 > 值 ， 这 样 就 能 看 出 > 和 了 工 的 对 应 关系 . 

由 于 我 们 可 以 用 一 个 其 中 有 xz 和 yy 的 方程 式 , 把 y 定 义 为 xz 的 隐 冰 数 ， 因 
而 我 们 也 布 望 能 微分 这 种 隐 图 数 ， 但 又 因为 无 法 明确 知道 y 到 底 是 怎么 样 的 沼 
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数 ， 因 此 我 们 只 得 把 整个 方程 式 对 x 微分 ， 在 进行 微分 时 ， 我 们 用 同样 的 办 法 
去 处 理 z， 但 是 会 把 y 想 成 是 zx 的 函数 ， 最 后 得 到 导数 ， 将 它 特别 写成 我. 


例题 下 列 方程 
z yy 十 Xy 十 3X 二 9 


把 y 定 义 为 一 个 的 隐 函 数 ， 试 未 位 


我 们 的 解法 是 把 这 个 方程 式 对 x 微分 ,而 将 y 看 成 x 的 函数 .于 是 得 到 
2y +1 。 y 十 : +3=0. / 
特别 注意 ， 当 我 们 微分 y? 这 一 项 时 ， 需 用 到 前 面 讲 过 的 链 式 法 则 ， 这 样 
就 会 得 到 2y 入 ， 而 在 微分 zy 项 时 ， 则 利用 积 法 则 ， 就 可 以 得 到 


1. ytzr: 虹 

接 下 来 ， 我 们 就 用 上 面 的 方程 式 求解 全 : 
2y 世 +z 暗 = 一 y 一 3， 
: (2y+z) 忽 = 3 


dy 一 ?一 3 
dr 27y 十 工 ” 


障 ! 这 就 是 此 题 的 答案 虹 啦 

现在 ， 我 们 还 有 最 后 的 一 点 工作 得 做 ， 也 就 是 要 实际 算出 函数 曲线 上 给 定 一 
点 的 斜率 ， 在 这 儿 我 们 不 仅 要 把 = 值 代 进去 ， 还 得 同时 把 > 值 也 一 并 代入 才 行 
警 如 说 ， 我 们 要 找 出 曲线 上 一 点 (2，1) 的 导数 径 ， 就 得 把 与 y 均 代 人 ， 得 到 


dy 一 1 一 3 ”一 4 


ee 


dx|(2,1) 2.1-+2 二 二 下 


关 变 化 对: 
你 变 ， 我 跟着 变 


疫 错 ， 这 类 题目 有 时 真 的 很 难 缠 ， 许 多 学 生 一 听 到 相关 变化 率 问 题 就 吓 得 
半死 ， 为 什么 呢 ? 也 许 因 为 它们 是 “文字 题 ”， 一 般 学 生 正 是 不 喜欢 文字 题 ， 
因为 妥 拒 文字 叙述 转变 成 数学 式 子 ， 对 许多 人 来 说 是 一 项 不 可 能 的 任务 .这 就 
好 像 在 他 们 的 脑袋 里 ， 掌 管 这 两 门 科目 的 部 分 不 能 互相 沟通 ， 当 他 们 听 到 文字 
题 的 时 候 ， 主 管 数学 的 那个 部 分 就 关闭 了 . 

实际 上 ， 相 关 变 化 率 问题 并 非 那么 糟糕 ， 这 类 问题 总 共 不 过 分 为 三 大 类 . 
在 此 章 ， 我 们 将 逐一 剖析 . 

首先 我 们 要 问 : 到 底 什么 是 相关 变化 率 (related rates) 问题 ? 原则 上 ， 这 
种 问题 里 面 会 有 一 条 方程 式 涉 及 两 个 或 两 个 以 上 、 随 着 时 间 而 变化 的 东西 或 函 
数 ， 而 我 们 打算 找 出 其 中 一 个 函数 在 某 一 个 时 间 点 上 的 导数 . 

且 让 我 们 看 一 个 非常 无 聊 但 简单 易 懂 的 例子 . 


例题 假设 + 跟 y 都 会 随 着 上 (可 代表 时 间 ) 而 变化 ,而 且 不 管 1 是 何 值 ， 
工 跟 y 都 满足 一 个 关系 式 : sinz 十 cosy 王 1. 假设 你 现在 的 首要 任务 是 找 出 当 


i dy 
Z 


在 这 类 问题 中 ,我 们 一 定 少不了 会 看 到 一 些 与 其 他 量 (在 此 例题 中 ， 就 是 
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zr、y 跟 学 ) 有 关 的 信息 ， 我 们 称 之 为 特殊 信息 

解 题 时 ， 我 们 只 需要 把 包含 了 xz 与 的 整个 方程 式 ， 用 上 一 章 讨论 过 的 隐 
函数 微分 法 对 :微分 ， 有 一 点 得 特别 记 住 : 既然 是 对 t 微 分， 我 们 就 必须 把 z 
与 y 都 当做 :的 函数 来 处 理 : 


sinz 十 cosy 一 1 ， 
cosz 军 一 siny 哇 一 0， 
微分 之 后 ， 再 把 题目 所 给 的 特殊 信息 ， 一 一 代 进 前 面 的 关系 式 里 ， 于 是 得 到 : 
Cr 
多 (2) 一 站 昌 -0 
经 过 计算 、 化 简 之 后 ， 就 可 以 解 出 并 =2. 


这 够 简单 吧 ? 严格 说 来 ， 这 还 算 不 上 是 个 文字 题 ， 所 以 我 们 用 不 着 从 文字 
叙述 里 额外 找 线索 ， 把 题目 化 成 方程 式 ， 其 实 这 类 题目 让 人 觉得 棘手 的 地 方 ， 
就 是 一 开始 的 这 道 工 作 ， 因 此 一 旦 你 把 文字 转换 成 适当 的 数学 方程 式 之 后 ， 就 
一 点 也 不 难 啦 . 


下 面 是 我 们 解 相 关 变 化 率 的 步骤 ， 这 至 方 法 非常 有 效 ， 除了 可 以 解 微 积分 
问题 之 外 ， 还 可 能 用 来 炖 者 鸡汤 呢 . 


相关 变化 率 问题 的 解法 兼 鸡汤 烹饪 法 


”第 一 步 : 仔细 阅读 题目 ， 嘿 ! 我 们 可 不 是 在 开玩笑 ， 你 也 许 不 相信 ， 居 然 
会 有 这 等 糊涂 学 生 ， 但 事实 上， 的确 有 许多 人 把 这 一 步 省 略 掉 ! 

制作 鸡汤 的 第 1 步 : 详 读 鸡汤 镀 头 上 的 说 明 . 同样 地 ， 许 多 人 也 会 跳 过 这 
一 步 ， 对 此 你 可 能 不 大 相信 .， 要 知道 ， 鸡 汤 镀 头 的 制造 厂商 ， 为 了 撰写 缸 头 上 
不 到 10 秒 钟 就 可 以 读 完 的 3 行 说 明文 字 ， 付 了 数 百 万 美元 给 一 个 包括 知名 大 
局 、 大 学 毕业 生 以 及 行销 研究 人 员 的 专家 团队 ， 结 果 几 乎 没有 任何 消费 者 会 去 
读 它 ， 你 说 冤 不 冤 ? 

第 二 步 : 拿 笔 来 画 一 张 图 ， 图 中 要 表示 出 题 意 ， 清 注意 ， 所 画 的 图 只 需 


把 题 意 表明 即 可 ， 用 不 着 花 时 间 去 计较 细节 . 画 好 之 后 ， 替 所 有 相关 的 量 取 一 
个 名 称 或 符号 . 

制作 鸡汤 的 第 2 步 : 拿 个 平底 锅 ， 把 缸 头 里 的 浓 稠 汤 料 倒 进 锅 内 .如 果 不 
小 心 全 个 在 地 板 上 了 ， 没 关系 ， 把 地 板 清理 干净 ， 再 拿 出 一 锥 ， 重 新 做 起 . 

第 三 步 : 根据 你 画 的 图 ， 在 你 刚 命名 过 的 变量 之 间 找 出 一 般 式 . 

制作 鸡汤 的 第 3 步 : 把 平底 锅 放 在 炉子 上 ， 找 一 找 该 开 哪 一 个 电炉 (或 煤 
气 炉 ) 开关 ; 复杂 一 些 的 炉子 会 有 三 四 个 开关 ， 甚 至 外 加 烤箱 开关 、 计 时 开关 
等 等 ， 通 常 这 种 比较 复杂 的 炉子 上 都 会 有 一 个 简 图 ， 你 可 以 按 图 索 驱 ， 找 到 正 
确 的 开关 . 

第 四 步 : 一 一 找 出 你 所 需要 的 特殊 信息 ， 写 下 来 ， 并 画 个 长 方形 框框 ， 注 
明 是 “特殊 信息 ”， 此 外 ， 在 同一 个 框框 内 加 上 你 想 要 知道 的 量 (这 回 是 某 个 
变量 的 导数 ) 和 一 个 “?” 号 . 

制作 鸡汤 的 第 4 步 : 转动 平底 锅 所 在 的 炉子 开关 . 

第 五 步 : 把 方程 式 两 边 对 时 间 微 分 ; 得 到 的 式 子 里 面 会 含有 至 少 两 个 
导数 . 

制作 鸡汤 的 第 5 步 : 根据 指定 火候 时 间 ， 加 热 鸡 汤 . 

第 六 步 : 把 特殊 信息 一 一 代入 微分 后 得 到 的 式 子 里 (这 一 步 必须 在 第 五 步 
完成 之 后 才能 进行 !) ， 然 后 解 出 所 求 的 未 知 量 . 

”制作 鸡汤 的 第 6 步 : 如 果 在 你 开启 了 开关 数 分 钟 之 后 ， 锅 子 尚未 发 热 ， 表 
示 你 得 插 电 ， 不 过 ， 如 果 你 闻 到 了 煤气 味 ， 表 示 你 用 的 不 是 电炉 ， 这 时 就 别管 
插 不 插 电 了 ， 赶 紧 夺 门 逃命 去 吧 . 
第 七 步 : 写 下 你 的 答案 ， 并 且 用 紫色 的 笔 圈 起 来 ， 然 后 不 妨 去 喝 点 鸡汤 ， 
这 对 答案 不 会 有 什么 不 良 影响 . 

制作 鸡汤 的 第 7 步 : 你 说 你 已 经 喝 过 了 ? 怎么 可 能 ? 你 是 不 是 不 喜欢 喝 
鸡汤 ? 


好 啦 ， 让 我 们 按照 这 些 步 又 来 试 解 一 题 吧 ， 首 先 ， 也 许 我 们 该 瞧 具 这 类 问 
题 中 最 普遍 的 一 个 类 型 ， 称 为 “相似 三 角形 相关 变化 率 问题 ” 


例题 (大 脚 野 人 问题 ) 北美 传说 中 的 “大 脚 ” 野 人 (〈Bigfoot) 在 夜间 走出 
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了 山林 ， 不 知 不 觉 晃荡 到 了 西雅图 的 大 竺 上 . 这 位 老兄 全 身 毛 苯 苯 的 ， 体 重 高 达 
441 态 ， 身 高 整整 8 英尺 ， 在 民 暗 的 街灯 下 ， 貌 似 身材 特大 号 、 一 副 龌 龊 不 堪 的 摇 
滚 歌手 . 这 是 他 第 一 次 来 到 这 么 一 座 大 城市 ， 有 一 益 路 灯 引 起 了 他 的 注意 ， 他 以 
每 秒 2 英尺 的 速度 朝 着 路 灯 的 方向 走 去 . 假设 那 益 路 灯 的 高 度 是 12 英尺 ， 那 么 当 
“大 脚 ” 走 到 离 路 灯 底 座 6 英尺 远 的 时 候 ， 他 在 地 上 的 影子 长 度 的 变化 率 是 多 少 ? 

好 啦 好 啦 ! 趁 你 还 没 冒 火 之 前 ， 我 们 先 坦承 我 们 自己 也 不 太 清 楚 为 什么 要 
解 这 么 奇怪 的 问题 . 究竟 是 谁 的 脑筋 出 了 毛病 ， 拓 然 关 心 起 “大 脚 ” 野 人 的 影 
子 变化 得 有 多 快 ? 尤其 是 这 个 题目 暗示 了 ， 再 过 几 秒 钟 ， 这 个 毛 手 毛 脚 的 大 家 
伙 就 要 摧毁 那 附近 惟一 的 一 昼 路 灯 了 ， 而 且 天 色 早 暗 了 ， 他 的 破坏 举动 无 疑 会 
让 四 周 陷入 一 片 黑暗 ， 变 成 他 打猎 的 理想 环境 ， 和 而 我 们 仍旧 采 站 在 离 他 不 远 的 
街角 ， 手 里 拿 着 本 子 和 铅笔 ， 心 无 旁 枸 地 计算 他 的 影子 长 度 吗 ? 好 问题 ! 

但 是 ， 这 就 是 数学 ， 没 有 人 说 数学 例题 一 定 要 切合 现实 ， 此 其 一 正 由 于 
例题 的 荒诞 不 经 ， 才 可 以 让 学 生 印 象 更 为 深刻 ， 而 更 具 教学 效果 ， 此 其 二 . 还 
有 ， 你 总 听 过 潜能 吧 ? 只 要 你 熟练 了 这 类 题目 ， 在 危急 时 就 有 办 法 在 一 两 秒 钟 
之 内 ， 想 出 解法 ， 算 出 答案 ， 然 后 超 “ 大 脚 ” 还 没 打 破 路 灯 之 前 ， 赶 快 逃 离 
此 地 . 

这 样 的 解释 你 还 算 满 意 吗 ? 我 们 现在 就 开始 一 步 步 解 题 吧 . 

第 1 步 : 把 问题 好 好 阅读 一 遍 ; 可 能 的 话 ， 多 读 几 遍 也 无 妨 . 请 注意 ， 不 
是 所 有 的 信息 都 跟 解 题 相干 ， 璧 如 “大 脚 ”的 体重 . 

第 2 步 : 画 一 个 如 图 18. 1 
所 示 的 图 ; 用 不 着 把 大 脚 野 人 
的 身材 相貌 都 描绘 出 来 , 不 过 
如 果 有 足够 的 时 间 ， 你 爱 怎 么 
团 就 怎么 画 . 请 记 住 ， 此 图 应 
该 要 能 够 代表 一 般 情 况 : 无 论 
在 何 时 ，“ 大 脚 ” 的 身高 都 维 
持 在 8 英 矿 ， 而 路 灯 离 地 高 度 
是 12 英尺 ， 所 以 我 们 可 以 把 
这 两 个 数字 标示 在 图 上 . 


那么 在 一 般 情 况 下 ， 变 动 的 部 分 又 是 什么 呢 ? 这 个 嘛 ， 题 目 已 明白 告诉 我 


们 , “大 脚 ” 正 走 同 路 灯 ， 意 指 “ 大 脚 ” 跟 灯 柱 底座 之 间 的 距离 在 变 ， 好 啦 ， 
我 们 把 这 段 在 变化 的 距离 设 为 zx， 至 于 应 该 从 “大 脚 ” 身 上 的 哪 一 点 ， 去 度量 
这 段 距离 ， 就 别 问 了 ， 

当然 ,我 们 有 兴趣 的 是 影子 ， 所 以 不 妨 把 影子 的 长 度 设 为 y， 吹 毛 求 症 的 
和 也许 会 问 ， 图 上 的 其 他 部 分 呢 ? 要 不 要 也 设 几 个 变量 呢 ? 实际 上 不 用 ， 因 为 
这 对 我 们 的 计算 过 程 毫 无 影响 ， 多 一 个 变量 只 会 混淆 视听 .还 有 ， 要 记 住 , 我 
们 现在 是 分 秒 必 和 争 ， 情 况 危 急 ， 岂 能 把 宝贵 的 时 间 浪 费 在 不 重要 的 芝麻 绿豆 
上 呀 ? 

第 3 步 : 找 出 与 变量 有 关 的 一 般 方程 ， 在 此 例 中 ， 我 们 注意 到 有 两 个 直角 
三 角形 ， 其 中 一 个 以 y (影子 ) 为 底 边 ， 其 高 为 8 英尺 (“大 脚 ” 的 身高 ); 另 
一 个 则 以 x 十 y (从 影子 最 远 点 到 灯 柱 底座 的 距离 为 底 边 ， 其 高 为 12 英尺 
( 灯 柱 的 高 度 )， 因 为 这 两 个 三 角形 的 三 个 角 全 等 ， 所 以 它们 是 相似 三 角形 ， 所 
以 对 应 的 边 的 比率 也 应 该 相等 : 

8 12 


y z+y 
8 (z+y) =12y, 
8z 一 4y， 
27= y, 
第 4 步 : 写 下 特殊 信息 . 依据 题 意 ， 我 们 想 知 道 ， 当 这 位 喜马拉雅 山 雪 人 
的 远亲 走 到 离 灯 柱 6 英尺 时 (也 即 z=6 时 ) ， 影 子 长 度 ( 即 y) 的 变化 率 ， 也 


就 是 y 的 导数 ， 用 数学 的 语言 来 说 就 是 ， 我 们 想 知道 蜡 在 z=6 时 的 值 ， 又 因为 
题目 说 “大 脚 ” 正 以 每 秒 2 英尺 的 速度 朝 着 灯 柱 走 去 ， 所 以 我 们 知道 昱 
别 忘 了 在 长 方 框 内 注 明 “特殊 信息 ”字样 
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这 个 隐 团 数 微分 真是 不 同 寻 常 ! 


”第 6 步 : 把 特殊 信息 代入 : 


2( 一 2)= 旦 ， 


所 以 锐 = 一 4， 本 题 的 答案 就 是 ， 当 “大 脚 ”距离 灯 柱 底座 6 英尺 远 时 ， 


他 的 影子 正 以 每 秒 4 英尺 的 速度 缩短 
-第 ?7 步 : 用 紫色 的 笔 把 答案 圈 起 来 


接着 让 我 们 瞧 瞧 另 一 类 相关 变化 率 问 题 :这 类 问题 牵涉 把 某 种 物质 放 进 一 
个 容器 或 是 从 容器 中 取出 来 ， 我 们 想 知 道 在 此 放 或 取 的 过 程 中 ， 容 器 内 物质 的 
体积 变化 ， 跟 其 他 如 高 度 或 半径 等 数量 之 间 的 关系 .我 们 把 这 类 问题 取 名 为 


“ 尊 桶 问题 ”. 


例题 ( 酒 桶 问题 ) ”假设 住 在 山林 里 的 宁 芮 女神 和 半 人 半 兽 的 森林 之 神 ， 以 
祝贺 酒 神 为 借口， 进行 一 次 热闹 的 聚会 .他 们 用 一 个 特大 号 的 倒立 圆锥 形 酒 桶 盛 
酒 ， 锥 尖 处 有 个 龙头 开关 ， 且 酒 桶 深 12 英尺 ， 顶 端 半 径 为 6 英尺 ， 如 果 我 们 假设 


整个 聚会 的 总 耗 酒量 很 平均 ， 
每 小 时 喝 掉 6 立方 英尺 ， 那 么 
请 问 : 当 桶 内 美酒 的 深度 只 剩 
4 英尺 时 ， 该 深度 的 变化 率 为 
若干 ? 


第 1 步 : 仔细 阅读 问题 . 
假设 你 刚刚 阅读 完毕 . 

第 2 步 : 画 一 个 圆锥 形 酒 
桶 的 简 图 (如 图 18.2). 正在 饮 
尊 作 乐 的 宁 芋 女神 跟 森 林 之 
神 ， 可 画 可 不 画 . 至 于 整个 酒 
桶 的 高 度 和 半径 ， 由 于 在 问题 
中 维持 不 变 ， 所 以 可 以 在 图 上 


126 微 积分 二 舍 龙 主力 
~ 


标明 聚会 进行 时 ， 桶 中 酒 的 深度 以 及 存 酒 表面 的 半径 ， 会 随 着 时 间 而 变化 ， 所 
以 不 妨 分 别 设 成 变数 h (代表 高 度 ) 和 ~， 这些 就 是 我 们 需 标 出 的 全 部 变量 了 . 

第 3 步 : 找 出 变量 之 间 的 一 般 式 ， 这 部 分 有 点 难 . 由 于 目的 是 要 找 出 体积 
变化 跟 尊 深 变 化 之 则 的 关系 ， 所 以 我 们 需要 一 个 体积 跟 冻 度 的 关系 式 ， 但 是 图 
上 压根 儿 没 提 到 体积 . 


幸好 ， 我 们 在 高 中 学 过 ， 圆 锥 的 体积 有 一 个 公式 ， 那 就 是 Y 一 到 (这 


非常 好 记 : 圆锥 体积 等 于 高 为 &、 底 圆 半径 为 > 的 圆柱 体 体积 的 立 ) 


不 巧 的 是 ， 这 个 方程 式 里 面 有 两 个 变量 ,， 即 r 跟 h， 而 不 是 只 有 hh 不 过 这 

容 匈 解决 ， 依 据 我 们 所 画 的 图 ， 可 看 出 7 与 4 之 间 有 个 很 漂亮 的 关系 ， 可 用 
来 去 拓 基 中国 

怎么 说 呢 ? 站 你 可 以 注意 到 图 18.2 里 也 有 一 对 相似 三 


角形 ， 因 而 并 = 亢 ， 故 二 务 ， 我们 再 把 这 个 结果 ， 代 和 上面 的 体积 一 般 式 ， 


这 就 是 我 们 要 找 的 一 般 式 . z 
第 4 步 : 写 下 我 们 有 兴趣 的 那个 时 间 点 上 的 特殊 信息 ， 换 句 话说， 我 们 想 
知道 在 4=4 时 的 党 .依据 题 意 ， 酒 的 消耗 速率 一 直 维持 在 每 小 时 6 立方 英尺 ， 


亦 即 入 = 一 6 ( 负 值 表示 桶 内 的 存 酒 体积 在 减少 ) 


特殊 信息 : /一 4 


第 5 步 : 我 们 把 第 3 步 得 到 的 一 般 式 两 边 对 微分 ， 就 得 到 : 
dV_， 3 好 业 


dz l2 dr 


(此 处 我 们 用 的 是 链 式 法 则 )， 化 简 后 可 得 到 : 


dV_ dh 
dt “4d: 


第 18 章 相关 变化 率 ， 你 变 ， 我 跟着 变 Ks 


第 6 步 : 把 特殊 信息 代 人 上 式 ， 并 和 解 学 


6 一 ,经 出 
“Es 
1 英尺 /小 时 


所 以 在 我 们 指定 的 那 一 刻 ， 酒 桶 内 的 酒 平面 正 以 略 少 于 每 小 时 半 英 尺 的 束 
率 下 降 ， 只 不 过 从 这 个 数字 里 ， 我 们 无 法 看 出 ， 究 竟 哪 个 人 喝 得 比 别 大 多 …… 


最 后 一 个 类 型 的 相关 变化 率 问 题 ， 叫 做 “ 勾 股 定理 型 问题 ” 


例题 (跟踪 不 明 飞 行 物 ) ”电视 节目 “ 非 自 然 经 验 与 叫 人 作呕 的 外 星人 ” 宣 
称 他 们 拍摄 到 一 架 定 速 飞 过 头顶 的 不 明 飞 行 物 ， 在 拍摄 时 该 不 明 飞 行 物 离 地 高 度 
保持 3 英里 ， 他 们 还 宣称 ， 他 们 是 在 不 明 飞 行 物 已 经 越过 了 头顶 上 空 ， 又 水 平 飞 
行 了 4 英里 之 后 ， 才 用 照相 机 捕 提 下 这 个 画面 的 〈 相 片 里 面 的 不 明 飞 行 物 看 起 来 
极 像 一 支 非 常 模糊 的 雪茄 ， 雪 匣 上 的 商标 若隐若现 )， 他 们 又 说 ， 在 拍摄 相片 的 同 
时 ， 雷 达 测 速 器 的 读数 显示 不 明 飞 行 物 与 照相 者 之 间 的 距离 ， 正 以 每 小 时 384 英 
里 的 过度 在 增加 .请 问 当 时 那 不 明 飞行 物 或 雪茄 的 飞行 时 速 为 多 少 ? 


第 1 步 : 对 啦 ! 先 熟 读 问 题 . 

第 2 步 : 画图 (如 图 18.3)， 我 们 不 仿 设 不 明 飞 行 物 离 照 相 者 的 水 平 距离 为 
zz， 而 两 者 的 实际 距离 为 六 尽量 不 要 把 z 设 定 为 快门 按 下 的 当时 的 水 平 距离 ,为 
什么 呢 ? 请 记 住 ， 这 个 图 必须 代表 一 般 的 情况 ， 而 不 要 设 定 在 任何 一 个 特定 时 刻 


大 


一 


第 3 步 : 找 出 一 般 式 .对 此 ， 我 们 得 感谢 毕 达 哥 拉 斯 这 位 十 希腊 人 ， 谁 也 
没 想到 这 位 身上 仅 右 着 一 张 床单 的 人 物 ， 居 然 能 够 把 直角 三 角形 的 三 边关 系 搞 
清楚 ! 由 于 图 里 面 有 个 直角 三 角形 ， 根 据 毕 氏 定理 〈 即 勾 股 定理 ) ， 我 们 知道 
32 十 Z 二 2. 

第 4 步 : 决定 出 我 们 有 兴趣 的 那个 时 刻 ， 也 就 是 按 下 快门 照相 的 那 一 刻 的 
特殊 信息 ， 题 目 告 诉 我 们 ， 在 那 一 刻 ，x=4， 把 这 个 x 值 代 和 人 上面 的 一 般 式 ， 
就 可 以 算出 同一 时 刻 的 产值 : 


32 十 42 一 和 
所 以 25= 刀 ， 即 A= 5 我 们 从 题目 里 ， 还 得 知 当时 的 变化 率 ， 也 就 是 侍 
384， 综 合 以 上 所 和 癌 ， 我 们 就 得 到 ; 


特殊 信息 ; z=4, 1=5， 此 一 384， 


dz 


第 5 步 : 将 一 般 式 9 十 z? 二 hz 两 边 对 :微分 ， 得 到 


dx 


_ 4 由 
2 二 和 本， 


”二 

dr __ 
工 my/ 
第 6 步 : 把 特殊 信息 代入 上 式 ， 就 得 到 : 


dr 
4 二 5X384. 


这 一 >< 于 一 480( 英 里 /小 时 ). 


哇 ! 这 支 廉 价 雪 茹 可 飞 得 真 够 快 呀 ! 


附 记 : 许多 科学 家 指出 ， 不 明 飞 行 物 外 壳 上 不 太 可 能 会 印 有 EI Corona 字 
样 ， 因 而 他 们 要 求 跟 拍 照 的 人 谈 谈 . 面 对 此 项 要 求 ， 该 节目 制作 人 的 回答 就 
是 ， 外 星人 对 隐私 被 侵犯 非常 恼火 ， 因 此 采取 了 报复 措施 ， 已 经 把 照相 者 变 成 
一 摊 狗 仔 资 啦 1 这 场 第 三 类 “几乎 ”接触 的 闹剧 就 这 样 草草 落幕 了 . 

绝 大 多 数 的 相关 变化 率 问 题 ， 都 可 以 归 类 到 上 述 3 种 类 型 里 面 . 
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第 19 章 


”你 的 威 各 之 中 


能 够 快速 做 出 各 种 评估 ， 是 你 在 这 世界 上 能 够 成 功 的 重要 法 门 之 一 ， 警 如 
你 在 开车 ， 看 到 油 表 的 指针 指 到 底 了 ， 这 时 你 就 得 马上 佑 计 你 在 汽 宙 耗 光 之 
前 ， 还 可 以 开 多 远 . 又 如 在 你 搭 电梯 的 时 候 ， 当 电梯 门 一 开 ， 你 得 一 眼 就 瞧 
出 ， 你 站 进去 之 后 是 否 会 超重 .还 有 就 是 ,假若 你 在 微 积分 课堂 上 结识 的 新 朋 
友 开 口 约 你 ， 说 是 要 同 你 到 姐 丁 来 个 二 日 游 ， 这 时 你 也 得 在 极 短 的 时 间 内 做 个 
评估 ， 决 定 你 们 两 人 合适 不 合适 . 

同样 地 ， 在 你 做 数学 问题 时 ， 经 常会 需要 估计 一 些 消 数 在 实际 值 末 知 的 后 
的 函数 值 ， 事 实 上 ， 这 种 函数 几乎 是 到 处 充斥 ， 而 且 有 许多 水 数 在 大 部 分 的 后 
的 函数 值 ， 十 分 难以 计算 .让 我 们 随便 举 出 一 两 个 简单 例子 : 比如 /4. 1 或 者 
sin44”， 你 能 否 直接 用 心算 算出 它们 的 值 是 多 少 ? 算 不 出 来 吧 ? 别 觉得 难过 ， 
我们 这 些 吃 数学 饭 的 教授 一 样 不 知道 ! 

当然 ， 如 果 手 边 有 计算 器 ， 我 们 只 消 在 键盘 上 按 几 下 ， 顿 时 就 能 够 得 到 有 
8 位 小 数 的 答案 ， 让 你 不 由 得 拍案 惊叹 计算 器 的 能 耐 ， 你 可 能 以 为 ， 计 算 器 是 
把 所 有 初等 函数 的 值 全 背 了 下 来 ， 所 以 才能 这 么 快速 的 给 出 答案 来 ， 但 是 试 
想 ， 你 得 把 多 少 个 上 值 输 进 计算 器 里 去 ? 少 说 也 有 好 几 个 数 十 亿 吧 ， 而 计算 如 
存储 器 相当 有 限 ， 根 本 不 可 能 储存 这 么 多 个 Vz 与 sinz 的 值 ! 

相反 的 ， 计 算 器 另 有 一 套 系统 ， 可 用 估计 的 方法 把 每 个 答案 计算 出 来 . 这 
”是 怎么 回 事 呢 ?其 实 ， 在 你 把 问题 的 要 求 键 人 之后， 计算 器 就 开始 了 一 连 串 运 


算 ， 计 算出 一 个 估计 值 ， 然 后 再 确保 这 个 估计 值 精确 到 小 数 点 后 第 8 位 

现在 我 们 就 用 /4. 1 为 例 ,， 来 见识 这 套 估计 法 . 我们 首先 会 注意 到 , 在 4.1 
的 附近 不 远 处 有 个 特别 的 xz 值 ， 每 个 人 都 知道 它 的 Vz 等 于 多 少 ， 那 就 是 /4 = 2. 
我 们 不 妨 把 2 当 作 第 一 个 估计 值 ， 但 是 这 个 估计 值 吓 不 了 人 ， 我 们 势必 要 稍 加 
调整 ， 使 得 此 估计 值 更 接近 V4. 1 的 实际 值 . 让 我 们 看 看 图 19. 1. 

19.1 表示 当 x 二 4 的 时 候 ， 函 数 f(xz) 二 
Vz 的 值 刚好 等 于 2， 而 当 z=4.1 时 ， 函 数 
值 显然 比 2 稍微 大 一 点 . 那么 究竟 大 多 少 
呢 ? 我 们 可 以 取 在 zx=4 那 一 点 上 的 切线 ， 
然后 把 它 延 长 到 z=4. 1 处 . 由 于 这 条 切线 
在 z=4 附 近 , 跟 f(z)=Vz 的 原 曲 线 相当 接 
近 ， 因 此 我 们 可 以 把 该 切线 从 z=4 到 z= 
4. 1 所 新 增 的 高 度 ， 加 到 第 一 估计 值 2 上 ， 
这 样 就 能 得 到 更 接近 f(4. 1) 实 际 值 的 逼近 
值 啦 ! 

那么 ， 新 增 的 高 度 又 是 多 少 呢 ? 我 们 已 
经 有 一 条 带 有 和 斜率 的 直线 ， 也 知道 了 xz 的 变 
化 量 , 即 0. 1， 因 此 我 们 可 得 知 y 的 变化 量 ，; 
三 者 的 关系 如 下 : 


了 的 变化 量 _ 。;; 
z 的 变化 量 一 斜率 
那么 这 条 切线 的 斜率 又 是 多 少 呢 ? 当然 
就 是 /(z) 二 Vz 在 z=4 的 导数 嘛 ， 因 而 


7 
f(z)= 2 7 9 


(4)= 疗 . 
所 以 ， 当 我 们 沿 着 该 切线 从 x=4 移动 到 z=4.1 时， 高 度 变化 就 等 于 


0.1X 二 一 0 025. 也 就 是 说 ， 我 们 估计 的 值 约 为 2 十 0.025 王 2. 025 如 果 你 去 
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拿 一 个 计算 器 来 实地 印证 一 下 , V4. 1 求 到 小 数 点 后 第 四 位 的 答案 会 是 2. 0248. 
哇 ! 跟 我 们 新 得 到 的 逼近 值 非常 接近 .在 今天 的 某 些 国家 里 ， 这 样 的 精确 程度 
堪 称 奇迹 呢 ! 


现在 让 我 们 来 看 看 一 般 的 逼近 问题 ， 假 设 我 们 知道 水 数 y= f(z) 在 某 一 点 
z+ 的 值 , 但 是 我 们 却 对 xz 附近 的 另外 一 点 x 十 Az 的 函数 值 非常 有 兴趣 .我 们 可 
以 把 这 个 Az 想 成 一 个 非常 小 的 量 ， 就 像 前 面 例题 里 的 0. 1， 于 是 我 们 要 找 的 
就 是 图 数 f 在 z 十 Az 的 近似 值 ， 也 就 是 f(x 十 Ax) 的 近似 值 . 

在 点 z+， 我们 知道 它 的 函数 值 为 
f(z),， 我 们 假设 此 值 是 一 可 求 得 的 
量 . 这 个 逼近 法 的 关键 ， 就 是 要 在 
y 三 f(z) 的 图 像 曲 线 上 ， 男 一 条 通过 
上 尽 (T，f(z) ) 的 切线 ( 见 图 19.2)， 由 于 
该 切线 的 斜率 是 f(x)， 所 以 ,我们 
需要 加 在 f(z) 上 的 高 度 ， 应 该 就 是 
切线 斜率 乘 上 z 的 变化 量 ， 也 就 是 
三 (z)Arz. 

把 以 上 的 叙述 综合 起 来 写成 数学 
式 ， 就 成 了 : 


F(z 十 Arz)<F(z) 十 广 (z)Arz. 


利用 这 个 短 短 的 公式 ， 你 就 可 以 逼近 
呐 数 f(x) 在 各 个 点 上 的 近似 值 . 
练 熟 了 这 个 逼近 法 以 后 ， 你 倒是 
可 以 拿 它 来 跟 人 搭 训 呢 ! 试想 你 在 一 
场 聚 会 里 ， 一 眼 瞧 见 大 厅 对 面 人 堆 
中 ， 有 位 衣着 光鲜 的 帅哥 .于 是 你 装 
作 设 事 一 样 ， 不 露 声色 地 跟 他 擦 身 而 
过 ， 接 着 趁机 冲 他 一 笑 ， 不 经 意 的 问 他 :“ 你 可 知道 sin44" 等 于 多 少 ?” 这 位 帅 
哥 听 你 这 么 一 问 ， 马 上 从 口袋 里 掏 出 一 个 计算 器 ， 但 是 很 不 凑巧 ， 竟 发 现 电池 


y=flx) 
斜率 为 f1x) 之 切线 


耗 光 啦 ， 于 是 一 脸 碍 栓 . 这 时 ， 你 反而 安慰 他 说 :“ 别 在 意 ! 容 我 向 你 借支 铅 
笔 和 一 张 纸 吧 ， 让 小 女子 我 帮 你 解围 .” 


例题 求 sin44 的 近似 值 . 


我 们 的 辫 数 是 f(x) 二 sinr， 所 以 f(x) 二 cost+， 虽 然 我 们 不 知道 在 44" 的 
sinz 是 多 少 ,但 是 我 们 知道 sin45" = 一 V2 2， 所 以 我 们 可 以 把 第 一 近似 值 设 定 为 
Z 一 45 ,而 Ax 二 一 1". 

这 儿 有 个 非常 重要 的 注意 事项 ， 那 就 是 只 要 涉及 微 积分 计算 ， 角 度 的 单位 
一 定 得 用 弧度 ， 而 不 是 度 ， 如果 用 度 ， 三 角 函 数 的 导数 就 会 出 问题 ， 所 以 在 进 


人 计算 之 前 ， 我 们 必须 把 45" 变 成 个， 把 一 1" 变 成 一 J85. 


于 是 乎 ， 我 们 就 可 得 到 : 
sin44 三 F(z 十 Ar)s f(z) 二 + f(r)Ar= 


sin 于 十 cos 亚 (一 )== 


2 2 

这 个 近似 值 到 底 有 多 近似 呢 ? 随便 拿 个 计算 器 来 输入 sin44" 之 后 ， 屏 幕 上 
出 现 的 合 案 是 0. 69465837， 由 此 可 以 看 出 ， 我 们 算出 的 近似 值 精确 到 小 数 点 
后 的 第 三 位 ， 真 是 非常 了 不 起 ! 

如 泉 你 脸 不 红 、 气 不 喘 的 一 连 做 出 了 好 几 个 近似 值 ， 保 证 你 那 帅 哥 朋 友 以 
后 就 会 像 只 哈巴 狗 似 的 ， 跟 在 你 的 身边 啦 ! 当然 ， 用 不 到 一 个 星期 的 交往 ,你 
就 会 了 解 : 以 貌 取 人 ， 将 好 比 你 浪费 许多 宝贵 的 时 间 ， 去 讨论 “流星 花园 ”的 
剧情 . 


)=°. 694765. 
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20.1 介 值 定理 : 面包 中 间 没 夹 东西 就 不 叫 三 明治 


好 啦 ! 这 个 定理 看 起 来 没什么 学 问 ， 不 过 你 若是 不 欣赏 这 个 说 法 ， 不 理会 
它 也 不 要 紧 . 定理 名 称 里 的 “ 介 ” 就 讲 得 够 清楚 了 ， 意 思 就 是 ， 介 于 其 间 
的 值 . z 

让 我 们 举 个 例子 来 说 明 . 假设 你 15 岁 时 体重 为 120 磅 ， 现 在 你 是 45 图 ， 
体重 已 经 到 达 250 磅 . (对 这 个 例子 ， 最 好 就 别 画 图 了 ， 免 得 画 出 来 的 体形 有 
碍 观瞻 !) 那么 在 这 30 年 间 ， 一 定 有 一 段 时 刻 你 的 体重 是 200 磅 ， 对 吧 ? 道理 
很 简单 ， 不 管 你 的 体重 如 何 变化 ， 从 120 磅 变 成 250 磅 的 过 程 中 ， 绝 对 典 不 了 
跨越 200 磅 的 这 一 关 . 或 许 你 还 能 清楚 记得 ， 那 一 块 害 你 冲破 200 磅 大 关 的 巧 
克 力 蛋糕 ， 不管 怎 么 说 ， 介 值 定 理 (intermediate value theorem) 讲 的 就 是 
i ’ : 
若 以 数学 的 说 法 则 是 ， 如 果 在 [a, 6] 区 间 上 有 一 个 连续 水 数 f, 且 pp 是 
介 于 f(a) 跟 Ab) 之 间 的 任何 一 个 图 数值， 则 在 [a, 6] 区 间 上 必须 存在 一 个 
数 c， 使 得 fc) = 名 (在 我 们 所 举 的 例子 中 ， 此 连续 水 数 就 是 随 着 年 龄 在 变化 
的 体重 ， 向 你 的 年 龄 就 落 在 闭 区 则 [15, 45] 上 ， 另 外 我 们 取 p= 二 200， 为 介 


于 120 及 250 之 间 的 一 个 值 ， 因 此 在 你 
从 15 岁 到 45 岁 之 间 ， 一 定 有 一 个 时 刻 
的 体重 刚好 等 于 200 磅 ). z 

从 归 数 图 像 来 看 ( 见 图 20.1)， 这 个 定 
理 就 是 说 ， 若 函数 f 在 区 间 [a, 5] 上 
连续 , 而 p 为 f(a) 和 f(b) 之 间 的 一 个 
值 ， 则 高 度 为 y=p 的 水 平 线 ， 一 定 会 在 
坐标 为 a 和 6 的 范围 之 间 , 与 y= f(zx) 
的 曲线 至 少 相交 一 次 ,我 们 称 这 个 交点 
为 ec。 水 平 线 与 函数 曲线 有 可 能 相交 不 止 
一 次 ， 因 而 交点 可 能 不 止 一 个 ， 但 我 们 
可 以 任 选 其 中 之 一 ， 把 它 叫做 <. 

这 个 定理 看 起 来 虽然 是 不 证 自明 的 ， 
但 若 真 要 去 有 板 有 眼 的 证 明 出 来 ， 还 相 
当 不 简单 呢 ! 微 积分 人 人 门 课程 的 教师 ， 
一 般 都 不 会 在 课堂 上 讲解 这 个 定理 的 证 
明 ,， 除非 他 们 来 自 另 一 个 星球 ,而且 不 
是 离 地 球 很 近 的 星球 . | 

那么 我 们 该 怎么 应 用 这 个 定理 呢 ? 


假设 我 们 想 知道 函数 f(x)==zxt 一 7z3 一 4z 十 8 是 否 有 可 能 等 于 0， 由 于 这 
个 函数 是 个 多 项 式 ， 我 们 知道 它 处 处 连续 ， 另 外 ， 当 x 二 一 1 时 , 我们 得 到 
儿 一 1) 二 20, 而 当 z=1 时 ,我 们 得 到 f(1) = 一 2; 换 句 话说， 在 区 间 [ - 1， 
1] 的 两 个 端点 ， 函 数值 分 别 为 20 与 一 2. 介 值 定理 告诉 了 我 们 ， 当 z 在 一 1 
与 1 之 间 变 化 时 ， 函 数值 一 定 得 扫 过 20 与 一 2 之 间 的 每 一 个 值 ， 特 别 是 0 这 个 
值 , 在 [- 1, 1] 区 间 上 的 某 个 z 的 函数 值 必 为 0. 介 值 定理 并 不 会 告诉 我 
们 ， 该 函数 究竟 在 何 处 等 于 0， 但 是 它 明白 告诉 我 们 在 「 - 1] 区 间 二 一 


定 有 某 个 地 方 的 函数 值 等 于 0. 


(a, fla)) 


Y (6, AD) 
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20.2 中 值 定 理 : 陡 残 是 陡 


那 一 天 ， 生 意 清 痰 ， 突 然 办 公 室 里 电话 铃 响 ， 我 拿 起 话 简 说 : “这 儿 是 微 
积分 智 圳 库 ， 有 什么 需要 帮忙 的 吗 ?” 原 来 是 本 地 的 游乐 园 打 来 的 ， 他 们 正 准 
备 建 造 新 的 游乐 项 目 ， 是 一 种 很 有 刺激 感 的 新 型 轨道 ， 起 点 跟 终点 都 设 在 地 面 
上 ， 他 们 打算 取 名 为 过 山 车 . 

使 游乐 园 员工 怀疑 的 是 它 的 设计 ， 他 们 希望 来 玩 的 人 果真 能 随 着 列车 疾 速 
上 冲 、 倒 悬 在 空中 ， 然 后 向 下 俯冲 ，“ 享 受 ” 到 肠胃 不 断 翻 搅 的 紧张 刺激 感 . 
或 者 至 少 要 让 他 们 在 列车 上 像 自由 落体 般 掉 落 、 然 后 又 向 上 发 射出 去 ， 觉 得 一 
身 骨 头 好 像 要 拆散 、 牙 上 从 5 也 叶 野 作 响 ， 接 着 又 觉得 盲肠 给 拉 长 到 与 脚趾 同 高 . 
打 电 话 来 的 女 经 理 很 担心 ， 她 想 知道 负责 设计 建造 的 工程 师 ， 这 次 会 不 会 又 把 
事情 搞 砸 了 ? 毕竟 他 们 已 有 失败 的 前 例 ， 滑 水 道 漏水 ， 供 人 观赏 的 老虎 总 是 不 
假 外 出 ， 而 不 久 前 增设 的 方形 摩天 轮 一 一 看 来 游客 还 是 比较 喜欢 旧式 的 圆 形 摩 
天 轮 ，- z 
我 听 完 她 的 问题 之 后 ， 很 专业 的 答复 她 说 : “ 没 问题 ,根据 罗 尔 定理 ， 本 
人 认为 你 的 顾虑 完全 多 余 . 不管 怎么 设计 ， 你 这 过 山 车 轨道 一 定 会 有 至 少 一 个 
地 方 坡度 为 水 平 的 ， 你 放 十 二 万 个 心 好 了 ， 工 程 师 的 设计 再 糟糕 ， 也 不 可 能 搞 
砸 ! 好 啦 ， 请 赶紧 把 顾问 费 送 来 ， 我 们 正好 缺 钱 .” 

于 是 乎 ， 第 二 年 暑假 我 跑 去 看 了 看 新 建成 的 游乐 设施 ， 我 赫然 发 现 ， 牌 子 
上 写 着 罗 尔 过 山 车 ， 只 不 过 ， 工 程 师 居 然 把 轨道 完全 设计 成 平 直 的 ， 与 当初 女 
经 理 描述 的 刺激 情况 ， 大 异 其 趣 . 轨道 上 每 一 个 点 都 是 水 平 的 ， 而 不 是 只 有 一 
两 个 点 呢 ! 我 心 想 ， 当 初 该 提醒 他 们 避免 这 种 状况 的 ， 不 过 话说 回来 ， 他 们 寄 
来 的 支票 被 拒 付 而 退回 去 了 ， 我 一 毛 钱 顾问 费 也 没 拿 到 ! 


好 啦 ! 故事 讲 完了 .那么 罗 尔 定理 讲 的 究竟 是 哈 内 容 昵 ?其 实 就 是 ， 如 果 
我 从 一 点 出 发 ， 到 与 出 发 点 高 度 相 同 的 另 一 点 ， 那 么 在 行程 中 间 某 处 ， 一 定 会 
有 一 个 局 部 极 大 值 ( 最 高 点 ) 或 极 小 值 (最 低 点 ). 


罗 尔 定理 (Rolle's Theorem) ”车 函数 f(x) 在 [a， b] 区 间 上 连续 而 且 可 
微 , 且 若 f(a) 二 0，f(5) 二 0， 则 在 区 间 [a, 5] 内 必须 存在 一 点 <， 使 得 f (c) 二 


0。，( 见 图 20. 2) 


合乎 此 定理 的 特殊 状况 有 三 : 第 
一 ，f(z) 有 一 个 最 高 点 ， 而 且 那 一 点 
的 了 (zx)=0; 第 二 ，F(z) 有 一 个 最 低 
点 ， 而 且 在 那 一 点 了 (zx)=0; 第 三 ， 
在 区 间 上 每 一 点 ，f (xz) 二 0, 而 函数 
图 像 根 本 就 是 平坦 的 . (从 微 积 分 的 观 
点 来 看 , 平坦 曲线 附近 的 每 一 个 点 ， 
既 可 算是 局 部 极 大 值 ， 也 可 看 作 局 部 
极 小 值 ， 也 就 是 所 谓 的 “左右 逢 源 ” 
啦 !) 

事实 上 你 应 该 注意 到 ， 罗 尔 定理 
还 可 以 用 另 一 种 方式 来 陈述 : 

在 函数 f(x) 的 曲线 上 必 有 一 
条 切线 , 与 该 曲线 两 端点 的 连 线 
平行 . 


现在 ， 微 积分 里 面 最 著名 的 定理 
之 一 ， 就 要 登场 了 .只 要 该 定理 一 出 
场 ， 真 可 以 让 一 大 堆 定理 顿 然 相形 失 
色 . 不 错 ， 我们 所 说 的 不 是 别 的 ， 正 
是 中 值 定理 .你 大 概 做 梦 也 不 会 想 
到 ， 大 名 鼎鼎 的 中 值 定理 ， 不 过 只 是 
朴实 无 华 的 罗 尔 定理 转 个 角度 ， 焉 斜 
一 下 而 已 .你 在 看 图 20.2 的 罗 尔 定理 
_ 时 ,若是 把 脑袋 焉 向 一 边 ， 看 到 的 就 
会 像 图 20.3 那样 ， 也 就 是 中 值 定 
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理 啦 | \ 
两 个 定理 的 不 同 之 处 是 : 在 罗 尔 定理 中 我 们 假设 Fo) 一 0= 了 (5)， 而 对 于 
中 值 定理 ，f(a) 跟 f(5) 可 以 为 任何 值 ， 然 而 ， 两 定理 的 结论 其 实 一 样 ， 都 是 
前 面 所 说 的 : 在 函数 (x) 的 曲线 上 一 定 会 有 一 条 切线 ， 与 该 曲线 两 端点 的 连 
线 平行 。 现 在 我 们 得 好 好 想 想 ， 该 如 何 用 数学 的 语言 来 表达 这 段 话 的 意思 . 
如 图 20.3， 图 形 的 两 个 端点 分 别 是 (a，f(a)) 跟 (58，f(8))， 因 而 这 两 点 之 


间 的 连 线 斜 率 就 等 于 及 包 二 用 4 ， 我 们 希望 在 [a, 6] 区 间 内 存在 一 点 <， 使 


得 六 (一 必 包 二 及 4 ， 瞧 ! 这 就 是 中 值 定理 ， 由 罗 尔 定理 的 结果 衍生 出 来 


(当然 啦 ， 正 规 的 证 明 并 不 只 是 焉 着 脑 寂 看 看 就 可 以 交代 过 去 一 一 你 还 得 单 脚 
跳 上 跳 下 才 成 . ) 加 


中 值 定 理 (Mean Value Theorem) 车 函数 f(x) 在 [a, 6]」 区 间 上 连续 且 


可 微 ， 则 在 该 区 间 内 必 存 在 一 点 <， 使 六 (c) 一 全 名 二 9. 


微 积分 里 有 许多 决定 性 的 结果 ， 都 要 依赖 中 值 定理 来 证 明 ， 这 个 定理 的 重 
要 性 ,使 它 不 愧 为 “最 有 价值 的 定理 ”(MVT). 如 果 你 的 任课 老师 在 课堂 上 
讲 到 中 值 定理 ， 千 万 要 全 神 贯 注 ， 即 使 它 的 关键 性 并 非 马 上 就 显现 出 来 .如 果 
老师 没 讲 到 ， 那 敢 情 最 好 ， 你 就 当 我 们 在 这 儿 也 没 提 吧 . 


到 目前 为 止 ， 我 们 算是 讲 完了 微 积分 的 第 一 部 分 ， 也 就 是 围绕 在 微分 观念 
的 这 部 分 。 下 面 接着 要 讲 的 就 是 微 积分 的 第 二 部 分 : 积分 观念 ， 积 分 的 英文 字 
integration 和 ingratiation (讨好 ) 这 个 字 很 接近 ， 外 行人 经 常 会 把 两 个 混 为 一 
谈 ， 妙 的 是 ,“ 讨 好 ”对 于 增进 微 积分 课业 成 绩 ， 也 是 一 项 颇 值 得 学 习 的 技巧 ， 
只 不 过 在 本 章 里 ， 我 们 把 讨论 范围 限制 在 数学 技巧 上 

积分 就 是 反 “ 微 分 之 道 ”而 行 ， 把 微分 出 来 的 东西 破坏 、 还 原 回去 ， 同 时 
也 当 掉 、 毁 掉 了 许多 选修 微 积分 的 学 生 ， 但 这 不 是 必然 的 结果 ， 在 未 章 ， 我 们 
将 重点 描述 两 种 基本 的 积分 法 ， 讨 论 一 些 初步 的 “积分 技巧 *， 最 后 不 定期 会 
加 上 几 项 “理论 基础 "， 待 我 们 把 这 章 讲 完 之 后 ， 你 准 会 成 为 数学 系 鸡尾酒 会 
上 ,被 众人 巴结 、 崇 拜 得 晕 头 转向 的 积分 高 手 ， 如 果 你 没 参加 过 鸡尾酒 会 ， 不 
要 紧 ， 邀 请 函 随 后 就 会 寄 到 ,我 们 非常 渴望 结交 朋友 

积分 又 可 分 为 两 种 类 型 ， 也 就 是 定 积分 跟 不 定 积分 ， 这 两 类 积分 的 行为 ， 
就 跟 你 去 约 人 出 来 看 电影 时 ， 可 能 碰 到 的 两 种 反应 一 样 : 斩钉截铁 的 人 ， 回 答 
可 能 是 :“ 想 邀 我 出 去 ? 门 儿 都 没有 .即使 世界 上 其 他 男人 全 死 光 了 ， 我 也 不 
会 接受 你 的 邀请 !” 优 和 柔 寡 断 的 人 ， 答 复 就 会 是 :“ 这 个 嘛 ， 星 期 五 我 已 经 计划 
好 去 洗 头 ， 除 非 那天 下 雨 ， 星 期 四 有 位 朋友 大 老 远 要 从 东京 飞 来 看 我 ， 如 果 那 
大 刚巧 刮 台风 ， 机 场 被 迫 关闭 的 话 ， 那 我 可 能 有 空 。 这 还 得 看 我 明天 是 否 能 把 
妥 交 的 报告 写 完 ， 如 果 我 星期 三 的 其 他 几 门 课 都 没有 太 难 的 作业 的 话 ， 那 天 我 
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也 许 有 空 .” 

总 的 说 来 ， 当 机 立 断 的 人 给 了 你 一 个 直率 、 明 确 的 答案 (在 这 个 例子 里 就 
是 : “不 去 , 我 讨厌 你 !”)， 而 优柔寡断 的 人 会 给 你 一 个 函数 ， 答 案 可 以 是 
“可 ”或 “ 否 "， 得 靠 一 些 变量 来 决定 ， 同 样 的 ， 一 个 函数 的 定 积分 ， 结 果 会 是 
一 个 明确 的 数 ， 璧 如 3 或 是 17， 而 函数 的 不 定 积分 ,仍然 是 一 个 函数 ， 艾 如 
式 或 sint; 后 者 称 为 “ 反 导 函数 "D， 它 的 求法 则 刚好 跟 取 导数 的 做 法 相反 

让 我 们 再 多 看 看 所 谓 的 不 定 积分 . 


21.1 不 定 积分 


函数 的 不 定 积分 结果 ， 就 是 该 函数 的 反 导 函数 ， 它 是 一 个 新 的 函数 ， 而 此 
新 函数 的 导数 即 为 原来 的 函数 ， 求 不 定 积分 的 方法 就 是 把 取 导 数 的 过 程 倒 
过 来 . 


例题 试 求 F(z) 王 2z 的 不 定 积 分 . 


我 们 知道 fxz) 有 一 个 不 定 积分 (或 简称 为 积分 ) 为 函数 zx? ， 这 是 因为 : 
-全 (22) 一 27， 
所 以 函数 也 为 妃 z) 一 2z 的 一 个 反 导数 ， 以 符号 表示 ， 可 以 写成 
| 2zdz=z2， 


有 些 人 认为 ， 积 分 符号 | 是 由 英文 字母 “S” 变 来 的 ， 代 表 sorry 一 字 的 缩 
写 ， 据 说 牛顿 当年 就 因为 把 积分 这 个 观念 强加 在 他 的 学 生 身 上 ， 于 是 向 学 生 表 
示 鞭 意 ， 说 : “Sorry about this old chaps. ”另外 一 些 人 则 以 为 ， 这 个 符号 应 该 
代表 “Sum”( 总 和 )， 根 据 他 们 的 说 法 ， 牛 顿 绝 不 是 那 种 会 向 人 道 亲 的 人 ， 至 
于 跟 在 这 个 积分 符号 后 面 的 函数 ， 警 如 此 例 中 的 2z， 就 称 为 “被 积 函数 " 


中 “ 反 导 函数 ” 即 我 们 通常 所 说 的 “ 原 函 数 ”， 


好 的 问题 ”积分 式 子 尾巴 上 的 dz 又 是 干什么 的 呢 ? 


错误 的 答案 : 拼 字 游戏 里 价值 31 分 的 一 个 字 . 
正确 的 答案 : 用 来 指明 式 子 里 被 积分 的 变数 是 z，。 有 些 需要 吗 ? 的 确 有 . 
比方 你 想 求解 
J2=? 


你 怎么 知道 答案 应 该 是 2z、2:， 还 是 2y? 因为 它们 的 导数 都 是 2， 
d _»。d 四 _ 
到 27) 二 2 到 420 一 2 ,dy(2y) 二 2. 
但 是 如 果 你 要 计算 : 
| 24z, 


你 马上 就 知道 该 写 下 2z， 而 不 是 2 
现在 让 我 们 再 瞧 瞧 下 面 这 个 式 子 : 


| 2dzr 一 27， 


2z 并 非 是 导数 等 于 2 的 惟一 函数 ， 例 如 2z 十 3 的 导数 同样 也 等 于 2， 这 是 
因为 : 


全 (2z 十 3) 一 2， 


2z 十 7. 134 以 及 2z 一 5 的 导数 也 是 一 样 ， 事 实 上 ， 我 们 可 以 把 任何 一 个 常数 如 
到 2z 上 ,而 丝毫 不 影响 它 的 导数 ， 为 了 包括 这 所 有 可 能 的 情况 ,我 们 干脆 
写成 : 


| 2dzr 王 27z 十 C， 
式 子 中 的 C 代 表 任何 一 个 常数. 


” 考 前 须知 : 干 万 别 忘掉 这 个 常数 ! 


在 求 不 定 积分 时 ， 若 你 忘 了 在 答案 尾巴 写 上 十 C， 你 一 定 会 被 扣 个 一 两 分 ， 
几乎 没有 例外 ， 这 是 有 史 以 来 ， 每 一 个 受过 微 积分 茶 毒 的 学 生 ， 都 亲身 经 历 过 
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的 标准 过 程 . 
糟糕 的 问题 ”为 什么 我 们 必须 在 积分 答案 的 后 面 写 上 那个 思春 的 十 C 呢 ? 


首先 ， 无 论 何 时 何 地 、 有 意 或 无 意 ， 把 别人 当 作 宝 的 东西 加 上 “思春 ”这 
个 形容 词 ， 本 身 是 一 件 极 思春 的 行为 ， 你 绝对 不 会 一 见 到 你 的 教授 ， 臂 头 就 跟 
他 说 :“ 昨 天 我 遇 到 你 的 儿子 ， 他 真是 思春 . ”不 是 吗 ? 同样 这 个 问题 的 较 圆 诊 
的 问 法 可 能 是 :“ 这 个 十 C 是 不 是 用 来 强调 一 件 事实 ， 那 就 是 : 一 个 图 数 的 不 
定 积分 结 末 ， 有 无 限 多 个 函数 ， 而 其 中 的 每 一 个 都 对 应 到 不 同 的 C?” 


21.2 积分 法 : 简单 的 方法 


由 于 积分 就 是 把 微分 来 个 反 其 道 而 行 ， 所 以 我 们 把 前 面 讨论 过 的 几 个 微分 
法 则 反 过 来 ， 就 可 以 得 到 积分 法 则 了 . 首先 ， 何 不 拿 早 法 则 来 牛刀 小 试 一 
痊 呢 ? 
dl 
dx > 


把 它 反 过 来 写 ， 就 得 到 可 称 为 “积分 的 寡 法 则 ”的 式 子 了 : 


2 十 1 


fear=- 


这 个 结果 很 合理 ， 因 为 只 要 我 们 求 它 的 导数 ， 就 会 得 到 ; 


dd /zt! nn 二 1)x" _ ， 
坟 (#T+C)= 和 = 


这 就 证 明了 王 二 十 C 的 确 就 是 z 的 反 导 函数 . 

这 条 积分 法 则 非常 好 用 ， 几 乎 对 所 有 的 n 值 都 可 适用 ， 为 什么 我 们 说 “ 几 
平 ” 呢 ? 那 就 是 有 一 个 4 值 是 例外 .请 注意 ， 当 n= 一 1 时 ， 反 坚 法 则 会 出 现 
一 个 问题 ， 那 就 是 所 得 结果 的 分 母 会 等 于 0， 这 在 数学 圈子 里 ， 可 是 个 不 可 不 


该 的 非 过 ， 换 句 话说 ， 积 分 的 寡 法 则 无 法 应 用 到 积分 二 上 . 


1 
并 


至 于 二 这 个 函数 的 积分 ， 正 确 结果 是 : 


| dz= in|z|+C. 


你 问 为 什么 会 这 样 ? 很 抱歉， 事实 就 是 这 样 ， 没 啥 道理 好 讲 ， 你 只 能 接受 关 
于 这 上 方面， 我们 将 在 第 24 章 里 多 讨论 一 些 . 


例题 斌 计算 | zadz 


在 上 式 中 ， 1 一 了 3， 所 以 : 
[zdr= 于 +C 


例题 试 计算 ， | (2x-3 十 3x3)dx. 


”请 一 项 一 项 依次 积分 ， 记 得 别 忘 了 加 上 常数 . 
| (2z-1 十 3z3)dz 一 2 +3 夺 ++C= 
. 3 
2 ,， 3x4 
373 t+C. 


在 最 后 这 个 例题 里 面 ， 我 们 注意 到 一 件 非常 重要 的 事实 ， 一 般 教 科 书 里 也 
都 会 用 大 量 篇 幅 ， 一 再 反复 解释 这 件 事 ， 当 你 拿 一 个 常数 《比方 说 2) 去 乘 一 
个 函数 ， 或 是 把 两 个 函数 相 加 ， 然 后 再 做 微分 或 积分 ， 结 果 其 实 与 未 乘 常数 或 
未 相 加 之 前 ;分 别 做 微分 与 积分 的 结果 一 样 〈 但 是 如 果 是 让 两 个 函数 相 乘 ， 情 
况 就 完全 不 是 这 么 回 事 了 . ) 

还 有 什么 我 们 可 以 很 容易 就 求 得 积分 的 吗 ? 

这 方面 嘛 ， 由 于 我 们 已 经 知道 蕊 (sinz) =cosz， 所 以 


| cosrdx= sinx 十 CC, 
同样 的 ， 
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| sazdz= 一 cosz+C 
又 由 于 
2 tanx) = sec xz, 
因而 下 面 这 个 积分 公式 也 成 立 : 
| sec: xdx= tanx+ CC, 


地 洞 与 山羊 的 故事 ”对 啦 ! 我 们 耗费 了 不 少 口水 讲 这 个 不 定 积分 ， 但 是 还 
没 提 到 它 有 啥子 用 途 ， 下 面 这 个 故事 就 讲 到 了 ， 不 定 积分 何 时 会 派 上 用 场 . 

主张 动物 保护 的 一 男 一 女 ， 在 野地 里 散步 ， 他 们 来 到 一 个 巨大 的 地 洞 前 ， 
小 心机 机 地 走 到 洞口 ， 探 头 下 望 ， 发 现 洞 里 清 黑 一 片 ， 深 不 见 底 女士 问 道 
“你 猜 猜 看 这 个 洞 有 多 深 ?” 男 的 答 道 : “这 个 我 哪 会 知道 呀 ! 对 了 ， 咱 们 可 以 
把 地 上 这 块 石头 丢 下 去 ， 看 看 需要 等 多 久 ， 才 听 得 到 石子 撞 到 洞 底 的 声音 ， 这 
_ 样 就 可 以 计算 出 洞 有 多 深 啦 . ”女士 觉得 有 道理 ， 于 是 他 们 合力 把 那 块 石头 举 
起 来 ， 朝 地 洞 里 抛 了 过 去 . 

可 是 等 啊 等 ， 一 直 都 没有 听 到 ， 最 后 只 是 隐约 听 到 好 像 有 微弱 的 溅 水 声 . 
女士 很 失望 地 说 :“ 这 个 办 法 好 像 不 怎么 灵 嘛 !” 男 士 则 说 : “还 很 难说 ， 我 想 
我 们 需要 一 个 更 大 的 东西 . ”女士 放眼 四 望 ， 看 到 一 根 旧 的 铁轨 枕 木 躺 在 附近 ， 
很 高 兴 地 说 :“ 你 瞧 那 根 枕 木 ， 应 该 满 合用 吧 !” 于 是 他 俩 连 抬 带 拖 ， 好 不 容易 
才 把 那 枕 木 搬 到 洞 边 ， 丢 进 了 洞 里 ， 紧 接着 他 们 开始 读 秒 ， 在 算 到 第 3 秒 的 
时 ,突然 看 到 有 只 山羊 冲 向 地 洞 ， 毫 不 犹 聊 地 一 头 栽 了 进去 ， 他 们 虽然 给 吓 了 
一 大 跳 ， 但 还 是 继续 读 秒 ， 终 于 在 第 10 秒 时 ， 他 们 听 到 了 清晰 的 扑通 声 ， 之 
后 不 久 ， 又 有 一 声 较 轻 的 扑通 声 传 了 上 来 . 

就 在 这 当 儿 ， 从 田野 边 的 树林 里 钻 出 一 位 农夫 ， 看 到 这 对 男女 ， 老 远 就 向 
他 们 喊 道 :“ 你 们 有 没有 看 到 我 的 山羊 ?” 女 士 大 声 回应 道 : “有 呀 ! 刚才 有 只 
山羊 跑 了 过 来 ， 跳 进 地 洞 里 啦 . ”农夫 听 了 ， 又 喊 道 :“ 啊 ， 那 你 看 到 的 那 只 不 
可 能 是 我 的 ， 我 的 那 只 山羊 ， 我 用 了 一 条 长 绳子 ， 挫 在 一 根 枕 木 上 .” 


问题 : 地 洞 究竟 有 多 深 ? 


我 们 知道 ， 枕 木 被 抛 离 铜 边 的 那 一 刻 ， 时 间 为 :=0， 而 它 落水 时 ，t 二 10 

声音 从 洞 底 传 上 来 所 花 的 时 间 在 此 略 去 不 计 )， 另 外 我 们 也 知道 ， 地 球 表面 的 
重力 加 速度 为 a( 轨 三 一 32 英尺 / 秒 ? (以 英制 计 )， 而 此 重力 加 速度 适用 于 任何 
物品 ， 如 动物 、 植 物 或 矿物 、 在 此 我 们 略 去 动物 ， 而 专注 于 植物 ， 也 就 是 枕 
木 ， 由 于 山羊 的 重量 跟 枕 木 比 起 来 小 了 许多 ， 所 以 山羊 拖 住 枕 木 、 让 它 慢 下 来 
的 影响 作用 有 限 ， 因 而 我 们 也 略 去 不 计 . 

由 于 速度 函数 的 导数 即 为 加 速度 ， 那 么 把 它 反 转 过 来 说 ， 速 度 也 就 是 加 速 
度 的 反 导 数 或 不 定 积分 ， 用 数学 符号 表示 ， 则 是 


v(1)= | alDae 
因此 ， 
v(t)= | 一 32d 一 一 321 十 CI) . 


又 因为 枕 木 在 洞口 时 〈 即 :=0) 的 速度 为 0, 故 v(0) = 0; 把 它 代 入 上 
式 ， 则 得 到 w(0)== 一 32(0) 十 G1 二 0， 所 以 Ci= 
接 下 来 让 我 们 看 看 枕 木 的 位 置 函 数 ; 同样 的 ， 位 置 商 数 是 速度 水 数 的 不 定 
积分 ， | 
s(1) = | Da= | — 321dt= 一 1622 十 Cz. 


在 上 二 0 时 ， 枕 木 位 于 洞口 ， 所 以 它 的 高 度 也 等 于 0, 故 s(0) 二 0, 同 理 可 得 : 
Cz 一 0， 现 在 ， 我 们 终于 把 位 置 跟 时 间 的 关系 确定 了 下 来 ， 其 中 不 再 有 未 定 的 
萤 数 ， 所 以 

St) 一 一 162， 

由 于 枕 木 是 在 t==10 时 撞 到 水 面 的 ， 代 人 上 式 ， 就 能 得 知 当时 枕 木 的 位 置 
为 SI0) 二 一 16(100) 王 一 1600. 数字 前 的 负 号 表示 它 是 在 地 表 以 下 而 非 以 上 ， 
所 以 这 个 地 洞 有 1600 英尺 深 . 

言 : 可 怜 的 那 只 山羊 ， 就 这 么 不 明 不 白地 淹 死 了 ， 
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21.3” 代 换 法 


现在 想象 你 是 一 球 队 教练 ， 正 率领 着 你 的 球 队 参 加 一 场 决定 性 的 淘汰 赛 , 
局 势 对 你 非常 不 妙 ， 你 领军 的 “变量 ” 队 被 “积分 ” 队 打 得 落花 流水 ， 也 不 知 
道 是 什么 地 方 出 了 差错 ， 你 的 主将 z 虽然 艰 苦 奋 战 ， 却 打 得 缩 手 缩 脚 、 完 全 施 
展 不 开 ， 再 不 换 人 ， 这 场 球 就 输 定 啦 ， 当 教练 的 你 虽然 极其 不 愿意 ， 但 职责 所 
在 ， 你 不 得 不 阵 前 换 将 ， 你 朝 球 队 队 员 休息 区 的 方向 看 去 ， 发 现 他 们 个 个 都 把 
头 低 着 ， 盯 着 地 板 ， 坑 免 跟 你 目光 接触 ， 这 原 是 人 之 常情 ， 谁 都 不 希望 在 这 个 
时 候 出 去 丢人 现 眼 . 

但 是 坐 在 离 你 最 远 的 角落 里 的 那个 瘦小 子 wu， 反倒 满 脸 企盼 ， 你 心 想 :“ 这 
小 子 还 真是 有 种 ， 管 他 的 ， 这 场 球 反正 是 输 掉 了 . ”于 是 你 先 向 球场 上 喊 : “好 
啦 ! z， 你 下 来 休息 . ”然后 转 头 指 着 “ 喷 : “小 子 ， 你 的 表现 机 会 来 了 ， 我 要 
你 去 接替 z 的 位 置 !” 接 着 你 转向 裁判 “本 队 要 换 人 ， 由 替换 ……” 

螺 ， 醒 醒 吧 ! 梦 做 完了 …… 记 得 吗 ? 我 们 在 谈 微 积分 ， 在 谈 如 何 拿 高 分 ， 
对 吗 ? 在 这 一 节 ， 我 们 要 教 你 学 会 一 个 求 积分 的 最 棒 的 技巧 ， 此 技巧 是 把 链 式 
法 则 反 过 来 ， 而 链 式 法 则 本 身 就 是 最 棒 的 微分 方法 ， 你 应 该 还 记得 链 式 法 则 
吧 ? 就 是 : 

(Jsg(z))) =f (g(x))g (zx) 
把 它 反 过 来 做 积分 ， 我 们 会 得 到 什么 呢 ? 
代 换 法 
| faz))g' Cr)dr={ (fl8(z))) dr= 


f(g(x))+C. 
我 们 在 写 这 个 式 子 时 ， 习 惯 上 是 用 uw， 而 非 g， 亦 即 ; 
| Ff Can) dr=[ cez)) dz= 
| flu(z))+C. 
如 果 换 一 种 写法 ， 让 
(x) dr— Pedr=du, 


则 整个 方程 式 就 变 成 : 


[fF Cz) d= FenD)+C 
看 起 来 我 们 在 这 儿 走 了 一 个 捷径 ,把 dz 项 消 掉 了 ， 而 且 使 该 项 换 成 du 
这 样 做 可 以 吗 ?答案 是 肯定 的 这 套 记号 系统 的 设计 ， 允 许 我 们 把 他 当成 一 个 


分 数 ， 这 还 真 管用 呢 ! 

在 应 用 上 ， 没 有 人 会 去 特地 背 下 这 个 公式 ， 大 家 只 是 记得 要 把 积分 式 子 里 
带 有 的 项 ,包括 dz， 全 部 转 成 带 有 zx 的 项 ， 这 个 方法 的 关键 也 是 它 的 困难 
处 ， 在 于 要 能 够 看 出 ， 被 积 函数 的 哪个 部 分 应 该 等 于 w 现在 我 们 来 看 看 几 个 
范例 . 


例题 ” 试 计 算 | sin? rxcosrdxz. 


让 u 等 于 SinZz， 则 : 
u(xz)= sinx 
du sr 
dx 
所 以 就 得 到 
du= cosxrdx. 


上 面 这 一 招 的 好 处 是 ,你 可 以 用 du 取代 积分 式 子 中 那个 让 人 头痛 的 
cosrdr， 并 以 取代 sinz， 这 样 就 把 问题 大 大 简化 了 : 


3 
| wdu=+C. 


用 dz 去 乘 等 号 两 边 的 这 个 小 技巧 ， 多 少 有 些 偷 鸡 摸 狗 ， 因 为 于 并 非 真 下 


的 分 数 ， 而 只 是 用 来 表示 导数 的 记号 ， 不 过 就 像 所 谓 的 法 律 灰色 地 带 ， 虽 然 不 
证 很 光明 正大 ， 却 没有 触犯 到 任何 法 律 条 文 ， 那 就 放手 去 做 吧 |! 
但 是 你 的 问题 还 没完 全 解 出 来 呢 ， 问 题 问 的 原 是 z 的 函数 ， 咱 们 的 答案 却 
成 了 zx 的 郧 数 ， 这 就 好 像 有 人 问 你 现在 几 点 钟 ， 你 却 回答 他 “直升机 ”一 样 . 
所 以 , 别 志 了 把 答案 的 w 再 换 回 sinz， 成 为 的 函数 ; 
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sin3 z+C. 
例题 试 解 | er z2dz 一 ? 
让 x 一 Z3 ， 则 
9 一 3 ， 
dz 一 372 dz. 
为 了 不 要 让 常数 从 中 作 醒 ， 咱 们 规 规矩 矩 把 等 号 两 边 都 除 以 3: 
言 du 一 zx? du. 


于 是 ， 问 题 里 的 积分 就 成 了 : 
| er zx? dz=| ex 总 du 一 
| ed 一举 十 C 一 所 十 C 
关于 指数 图 数 〈 即 ee ) 的 积分 与 微分 ， 请 参考 第 25 章 . 


21.4 眼球 技术 


其 实 一 般 人 最 常用 到 的 积分 方法 ， 可 能 是 教科 书 上 极 少 提 到 的 眼球 技术 . 
什么 是 眼球 技术 呢 ? 道理 很 简单 ， 就 是 用 眼睛 看 着 积分 问题 ， 心 里 试 着 猜 出 一 
”个 答案 ， 然 后 做 微分 ， 看 看 得 到 的 结果 是 否 跟 被 积 函数 相同 ， 如 果 不 同 ， 这 个 
猜 错 的 答案 通常 会 告诉 我 们 ， 问 题 出 在 哪里 ， 以 及 如 何 修正 ， 璧 如 说 ， 我 们 想 


求 | (2z+1)4dz， 当 然 我 们 可 以 用 前 面 讨论 过 的 代 换 法 ， 一 步 步 找 出 答案 .但 
是 ， 现 在 假装 我 们 一 时 间 懒 得 费 工夫 ， 那 么 我 们 可 以 赁 经 验 ， 随 便 猜 一 个 不 会 
太 离谱 的 答案 ， 比 方 说 作 z 1) 十 C， 猜 得 对 不 对 昵 ? 那么 ， 微 分 一 下 便 知 分 
晓 ， 这 儿 得 用 上 链 式 法 则 : 

£[ -+c]-2 2) 2 人 一 2(2z 十 1)4， 


结果 ， 猜 到 答案 的 导数 ， 比 问题 里 的 被 积 函数 刚好 大 了 一 倍 ， 多 了 一 个 


2， 所 以 我 们 要 做 点 修改 ， 璧 如 改 成 : 


C270) +C, 


于 是 导数 里 就 不 会 多 一 个 2， 因 此 这 就 是 我 们 所 要 的 正确 答案 了 .看 起 来 非常 
容易 吧 ? 但 是 有 一 点 得 特别 注意 ， 这 个 方法 只 能 在 你 有 八 九 成 把 握 时 才 用 得 
着 ， 若 觉得 不 太 好 猜 ， 或 是 脑袋 一 片 混乱 ， 还 是 乎 冬 的 使 用 代 换 苇 吧 . 也 就 是 
说 ， 你 最 好 是 在 目 己 觉得 信心 十 足 ， 才 使 用 眼球 技术 . 


21.5 积分 表 


在 任何 一 本 自尊 、 自重 的 微 积分 书 里 ， 都 会 有 不 定 积分 表 ， 你 通常 可 以 在 
书 的 附录 、 或 是 封底 的 里 页 上 看 到 . 若 在 你 的 微 积分 教科 书 里 怎么 都 找 不 到 这 
样 的 积分 表 ， 请 马上 写 信 给 出 版 商 ， 骂 他 一 顿 ， 虽 然 此 举 不 保证 会 让 你 得 到 积 
分 表 ， 但 是 你 会 党 得 舒服 一 点 ， 这 类 积分 表 的 好 处 是 ， 当 你 面 对 一 个 积分 问题 
而 不 知道 该 怎么 办 ， 或 是 百 思 不 得 其 解 的 时 候 ， 你 可 以 查 一 下 积分 表 ， 找 出 你 
要 的 答案 ， 然 后 抄 下 来 ， 够 简单 了 吧 ， 但 是 有 三 个 先决 条 件 不 可 不 知 : 

1. 如 果 你 在 做 作业 ， 老 师 指定 你 要 用 某 种 积分 法 (如 代 换 法 )， 而 你 却 从 
积分 表 上 找 答案 ， 抄 下 来 缴 卷 了 事 ， 那 和 你 很 可 能 一 分 都 拿 不 到 . 
” “2. 对 任课 老师 来 说 ， 要 制造 出 一 些 积分 表 上 找 不 到 的 积分 题目 ， 简 直 是 
易如反掌 ， 所 以 ， 你 想 找 的 答案 可 能 根本 就 不 在 里 面 ， 

3. 即使 你 楼 找 的 积分 就 在 表 上 ， 也 有 可 能 不 会 一 模 一 样 ; 你 也 许 得 花 些 
功夫 改 成 同样 的 形式 . 


例题 试 求 : | dz. 


3 


当 你 把 积分 表 从 头 到 尾 找 遍 了 ， 现役 一 个 长 得 同 它 相像 1 真 本 不 
过 你 突然 灵机 一 动 ， 把 被 积 孙 数 改写 一 下 
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] 1 
z2 一 X 一 2 (7z 一 2)(z 十 1 
然后 再 一 看 ， 它 不 在 表 上 吗 ? 虽然 式 子 里 的 是 < 跟 0: 
1 1 
[on |z a|—In|x—6b| ). 
所 以 ， 令 a 二 2，6 二 一 1， 就 得 到 : 
1 1 四 
| 二 =| (Zo) (rH 
2 nl| -21 In|z-(—1) 1)= 
z (I | z 一 2 | —ln| zx 十 1 | )， 
至 于 答案 里 面 的 “ln” 贞 数 究竟 是 啥 ? 我 们 在 下 一 章 再 解释 . 


21.6 利用 电脑 和 计算 机 


一 点 也 不 错 ， 目 前 你 只 需 花 美金 50 元 ， 就 可 以 买 到 一 个 工程 型 计算 机 ， 
能 够 解答 你 在 微 积分 课程 里 可 能 遇 到 的 任何 积分 问题 ， 一些 如 Maple、Math- 
cad、Mathematica 及 DERIVE 等 程序 更 了 不 起 ， 能 够 顺利 解答 许多 叫 一 般 人 望 
而 生 级 的 难题 . 既然 有 这 么 好 的 计算 机 及 电脑 软件 ， 为 什么 还 要 学 其 他 的 积分 
方法 ? 

这 个 问题 有 许多 可 能 的 答案 ， 不 过 最 基本 的 理由 是 ， 如 果 你 在 运用 这 些 工 
其 时 ， 缺 之 对 积分 过 程 的 基本 了 解 ， 就 很 容易 误 用 而 不 自 知 ， 积 分 若 计算 错 
误 ， 则 事 关 重大 ， 很 可 能 造成 桥梁 南 塌 ， 让 财务 分 配 缺 乏 效 率 ， 导 致 不 小 心怀 
他 、 票 房 低 洲 、 过 度 尖 酸 刻薄 ， 以 及 许 许 多 多 我 们 不 便 在 此 暴露 出 来 的 其 他 
加 题 . 


22.1 如 何 求 定 积分 


所 谓 定 积分 ， 是 由 一 个 函数 外 加 上 两 个 数值 ， 最 后 产生 一 个 〈 确 定 的 ) 数 
值 ， 定 积分 的 长 相 与 不 定 积分 几乎 完全 相同 ， 只 不 过 在 积分 符号 的 上 下 两 处 ， 
各 多 了 一 个 写 得 小 小 的 数值 ， 这 两 个 数值 叫做 积分 限 (limits of integration )， 
所 以 在 做 微 积分 时 ， 若 是 有 人 问 你 : “你 的 上 下 限 是 什么 ?” 正确 的 答案 可 以 
征 :“ 一 1 和 2. ”而 不 是 :“ 我 想 想 ……. 我 拒绝 只 穿着 内 裤 爬 一 堆 果 冻 ， 那 种 事 
情 杀 了 我 也 办 不 到 .” 

下 面 是 定 积分 的 标准 写法 : 

上 Zd7z. 


这 个 定 积分 要 如 何 计算 ? 很 容易 ! 首先 我 们 得 找 出 被 积分 函数 x 的 不 定 积 
分 〈 也 就 是 反 导数 ) ， 警 如 在 这 个 问题 里 ， 不 定 积分 就 是 区 十 C， 接 着 把 C 擦 


演 〈《 这 一 步 让 你 觉得 这 个 C 似 乎 有 些 多 余 ， 是 吧 ) ,然后 把 上 限 “4” 代 入 王 
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之 后 得 到 8， 而 把 下 限 “0” 代 入 压 ， 得 到 0， 最 后 再 以 前 者 减 去 后 者 ， 得 到 的 


差 就 是 答案 啦 . 
我 们 把 以 上 所 说 的 合 起 来 写成 一 行 式 子 ， 就 成 了 : 
1 多 人 人 0 
| 和 


答案 等 于 8， 够 简单 了 吧 ? 

刚才 为 什么 要 把 十 C 擦 掉 ? 这 是 因为 当 我 们 把 上 限 所 得 的 函数 值 与 下 限 所 
得 的 函数 值 相 减 时 ，C 总 会 抵消 掉 ， 既 然 如 此 ， 何 必 留 着 呢 ? 如 果 你 不 吃 这 东 
西 ， 就 别 把 它 放 在 碗 里 . 

我 们 再 做 一 个 积分 ， 这 次 稍微 难 一 些 


让 sinzdz 一 一 cosz| "一 一 cosx 一 (一 cos0) 一 一 (一 1) 一 (一 1) 一 2. 


也 不 泄 么 样 难 嘛 ， 是 不 ?当然 ,我 们 还 没有 提 到 定 积分 最 最 重要 的 性 质 ， 
那 就 是 : 它 有 啥 了 不 起 ? 跟 我 们 有 啥 关系 ? 它 的 目的 何在 ? 比较 客气 点 的 问 法 
则 是 : 我 们 为 什么 要 去 算 定 积分 ? 定 积分 又 能 够 告诉 我 们 哪些 事情 ? 

用 两 个 字 来 回答 : 面积 . 


22.2< 面积 


不 错 ， 定 积分 的 一 项 重要 功用 就 是 帮 你 
计算 出 面积 ， 啥 面 积 ? 这么 说 吧 ， 如 果 你 有 
个 定 积分 如 下 : 


| far, 


那么 它 的 值 就 等 于 在 x=a 到 x=6 之 间 ， 曲 
了 f(x) 下 面 ( 跟 z 轴 以 上 所 夹 ) 的 面积 
见 图 22. 1). 
举例 来 说 : 


4 
| zaz 
0 


就 给 出 在 xz 一 0 到 z==4 之 间 ， 位 于 曲线 y= 
x 下面 的 面积 ， 如果 我 们 看 图 22.2， 其 中 那 
块 画 了 和 斜 线 的 部 分 就 是 了 ， 它 是 一 个 底 为 
4、 高 也 为 4 的 直角 三 角形 ， 而 面积 一 定 等 
于 8, 刚好 跟前 面 计算 出 来 的 定 积分 值 相 
同 , 嗯 ,很 不 错 ! 

当然 ， 为 求 一 个 三 角形 的 面积 而 动用 定 
积分 ， 好 像 是 杀 鸡 用 牛刀 ， 未 免 有 点 小 题 
大 做 ,和 而且 实 在 无 此 需要 .我 们 再 来 看 个 
不 一 样 的 例子 : 

上 sinzdz 一 2 


从 这 个 结果 ， 我 们 知道 正弦 曲线 下 面 ， 
介 于 z=0 到 z=r 之 间 的 面积 恰好 等 于 2， 
要 不 是 用 到 了 积分 ， 还 真 不 容易 从 图 上 计 
算出 来 呢 ( 见 图 22. 3)! 

这 可 是 显现 出 ， 定 积分 这 玩意 的 确 有 过 
人 的 本 事 ， 好 啦 ， 我 们 现在 来 点 刺激 的 吧 ! 
前 面 所 说 的 定 积分 


| f(z)dr 


并 不 是 永远 代表 函数 曲线 下 方 从 z=a 到 
z 二 5 之 间 的 面积 我们 多 多 少 少 蒙骗 了 你 ， 
不 过 就 如 大 部 分 的 善意 的 谎言 ， 其 中 另 有 
实情 . : 

实际 的 情形 就 是 ， 如果 函数 F(z) 的 曲 
线 在 z=a 到 z=6 在 区 间 内 ， 都 一 直 蛇 姓 在 
z 轴 上 方 的 话 ， 那么 定 积分 的 确 就 是 曲线 下 
方 的 面积 ， 但 是 ， 如 果 其 间 函 数 曲 线 跨越 
了 <z 轴 ,延伸 到 它 的 下 方 时 ， 则 定 积分 所 
给 的 ， 就 变 成 图 形 的 x 轴 上 方 围 成 的 面积 ， 


减 去 在 z 轴 下 方 围 成 的 面积 (图 
22.4). 所 以 ， 不 管 是 直接 计算 积 
分 ， 或 是 由 “z 轴 上 下 两 方 的 面 
积 完全 相等 ”这 个 事实 ， 都 能 得 
出 下 列 这 个 积分 结果 

反 sinzdz 一 0. 


国王 与 山羊 的 离 言 故事 


候 久 以 前 有 位 国王 ， 住 在 一 
座 通风 展 好 的 城堡 中 ， 与 他 同 住 
的 还 有 三 位 既 美丽 又 聪明 的 公 
主 ， 以 及 公主 们 所 养 的 山羊 玩 
伴 . 三 位 公主 渐渐 长 大 ， 到 了 该 
结婚 的 年 龄 ， 但 是 对 她 们 感 兴趣 
的 年 轻 人 , 没有 一 个 是 有 出 息 
的 ， 不 是 髓 车 族 ， 就 是 身 无 一 技 
之 长 的 流浪 汉 .， 于 是 国王 设计 了 
一 个 试题 , 来 考察 她 们 的 追求 
者 ， 主 要 目的 就 是 要 难 倒 那 些 兢 
车 族 ， 他 向 全 国 臣民 宣布 ， 任 何人 只 要 能 够 告诉 他 全 国 农民 的 正确 人 数 ， 就 可 
以 得 到 1000 块 金币 的 奖赏 ， 并 得 以 任 娶 一 位 公主 为 妻 ; 若是 答 错 了 ， 就 得 砍 
掉 脑 袋 . 
国王 知道 他 这 个 问题 不 简单 ， 因 为 虽说 该 国 的 法 律 硬性 规定 ， 农 民 的 人 口 


密度 必须 刚好 等 于 每 平方 英里 总 人 ， 但 是 该 王国 的 领土 面积 很 不 好 计算 ， 怎 么 


说 呢 ? 它 是 一 个 不 规则 四 边 形 ， 其 中 三 边 是 直线 ， 长 度 分 别 为 100 英里 、110 
英里 和 10 英里 ， 但 是 第 四 条 边界 是 沿 着 一 条 弯曲 的 河流 ,使 得 面积 计算 看 来 
几乎 不 可 能 . 

由 于 受到 高 额 奖金 与 公主 美 色 的 诱惑 ， 国 内 许多 年 轻 人 都 舍命 前 来 一 试 ， 
不 过 不 幸 全 都 猜 错 了 ， 当 然 也 都 丢掉 了 脑袋 ， 悬 赏 不 到 一 年 ， 全 国 飙 车 族 已 经 


绝迹 ， 国 王 非常 满意 ， 但 是 公主 们 却 非常 失望 ， 他 们 埋怨 道 : “ 老 爸 ! 拜托 你 
别 再 搞 这 个 鬼 名 堂 了 吧 . 这 么 做 实在 是 无 聊 透 项 ! 我 们 的 人 民 连 微分 都 不 会 ， 
何况 积分 呢 ? 看 这 样子 我 们 这 辈子 是 永远 嫁 不 出 去 啦 !” 

终于 有 一 天 ， 来 了 一 位 狠 猥 琐 琐 、 其 貌 不 扬 的 外 国 年 轻 人 ， 他 向 国王 说 道 : 
“我 特地 前 来 领取 奖金 ， 顺 便 李 走 你 的 一 位 女儿 . ”国王 听 他 说 得 这 么 有 把 握 ， 哑 
然 失 笑 道 :“ 你 确定 你 办 得 到 吗 ? 且 先 告诉 我 ， 在 我 的 王国 里 一 共有 多 少 农民 ?” 

“8124. 5”. 年 轻 人 毫 不 迟疑 的 答 道 . 顿时 国王 张口 结 舌 ， 下 巴 往 下 掉 了 一 
英尺 长 .这 是 哪 门 子 的 魔术 呀 ! 居然 被 他 猜 个 正 着 ， 不 但 整数 完全 无 误 ， 连 多 
出 来 的 “ 半 个 ”农民 也 没 漏 掉 (原来 该 王国 中 ， 有 位 农民 每 个 月 会 有 两 星期 变 
作 狼 和 人， 所 以 只 能 算 半 个 ). 

国王 所 不 知道 的 是 ， 这 位 看 似 须 腹 的 青年 是 周游 各 地 的 微 积分 教授 ， 他 骑 
着 自行 车 来 到 此 王国 ， 路 上 听 到 了 国王 的 这 项 奖赏 ， 即 刻 知道 这 是 他 有 生 以 来 
能 找到 对 象 的 最 佳 机 会 . 于 是 他 骑 着 自行 车 绕 了 国境 一 周 ， 在 沿 着 界河 前 进 
时 ， 他 发 现 河道 正好 是 y 一 蕊 5 十 10 这 条 曲线 ， 而 其 他 三 边疆 界 皆 为 直线 并 相 
互 穗 直 ; 也 就 是 这 王国 的 疆域 应 该 与 图 22.5 所 显示 的 相同 . 

经 过 如 此 这 般 的 仔细 分 析 以 后 ， 他 
知道 了 王国 的 面积 可 由 下 面 这 个 定 积 分 : 


]。( 击 +10) 


计算 出 来 . 
这 个 式 子 积分 之 后 ， 变 成 了 


zx3 人 -4 
300 二 333; 333…， 又 由 于 问 


题 问 的 是 农民 数目 ， 所 以 还 得 把 领土 面 
积 乘 以 农民 人 口 密度 立 ， 于 是 他 就 求 出 


了 农民 人 数 : (4333.333 …) ( 半 ) = 


8125. (不 过 ， 他 知道 其 中 一 位 是 狼人 ， 
所 以 回答 时 扣 掉 了 0. 5). 


这 位 国王 倒是 言 而 有 信 ， 马 上 下 令 找 来 内 务 大 臣 ， 即 刻 张罗 、 准 备 举 行 婚 
礼 ， 同 时 命令 面前 的 年 轻 人 说 :“ 你 到 皇宫 后 苑 去 ， 自 己 选 出 你 的 新 娘 !” 这 位 
看 似 胆 小 的 年 轻 人 很 快 的 去 而 复 返 ， 牵 着 新 娘 、 一 脸 胜利 者 的 骄傲 笑容 .婚礼 
很 快 就 结束 了 ， 年轻 人 拭 起 金币 ， 挽 着 新 娘 ， 正 要 离 去 . 

“等 一 会 儿 !” 国 王 这 时 突然 说 : “如 果 我 能 猜 中 你 的 职业 ， 你 是 否 肯 把 那 
袋 金币 还 给 我 ?” 年 轻 人 清楚 记得 他 从 未 自我 介绍 过 ， 所 以 国王 不 可 能 知道 他 
是 干什么 职业 的 ， 既 然 有 情 无 恐 ， 年 轻 人 遂 大 方 地 说 : “好 呀 ! 你 就 猜 猜 看 
吧 ,. ”于 是 国王 笑 着 说 : “我 猜 你 是 微 积分 教授 . ”顿时 年 轻 人 地 下 巴 掉 下 来 两 
英尺 . “你 是 怎么 猜 中 的 ?” 国 王 说 : “老实 告诉 你 吧 ， 你 所 选 的 新 娘子 并 不 是 
我 的 女儿 ， 而 是 我 的 山羊 !” 


顺便 提 一 下 ， 这 个 故事 后 来 其 实 有 一 个 顺 天 应 人 的 欢喜 结局 。 当 微 积分 教 
授 的 遭遇 传播 开 来 ， 贩 夫 走 卒 都 认为 国王 仗 势 欺 人 ， 于 是 不 约 而 同 揭 竿 而 起 ， 
占领 城堡 ， 废 除 国王 ， 同 时 也 把 公主 们 从 城堡 的 封闭 生活 中 解放 出 来 二 三 姐妹 
很 感谢 这 位 微 积 分 教授 ， 让 她 们 脱离 父亲 的 暴政 ， 因 而 都 对 他 萌生 至 死 不 渝 的 
爱 意 ， 不 过 他 钟情 于 那 只 山羊 ， 所 以 断然 拒绝 了 她 们 ;失望 之 余 ， 三 姐妹 一 起 
转行 专攻 数学 ， 以 她 们 的 聪明 头脑 ， 不 久 后 都 成 了 快乐 、 成 功 的 高 薪 数 学 教 
授 . 〈 嘿 ! 你 笑 什么 ?这 是 我 们 编 的 童话 故事 ， 既 然 我 们 说 她 们 高 薪 ， 那 就 是 
高 薪 . ) 故事 至 此 正式 结束 . 

附 言 : 那 只 山羊 没 得 选择 (上 一 次 不 明 不 白 莽 身 地 洞 ). 


讨论 到 现在 ， 我 们 求 的 都 是 一 条 曲线 下 
的 面积 ， 更 正确 的 说 法 是 该 条 曲线 与 z 轴 所 
夹 的 面积 ， 光 是 求 一 条 曲线 下 的 面积 ， 这 多 
无 趣 呀 ? 若是 改 为 求 两 条 曲线 中 间 的 面积 ， 
那 可 就 不 一 样 啦 ! 两 条 曲线 中 间 的 面积 又 该 
如 何 求 呢 ? 

假设 我 们 有 两 条 曲线 ， 一 条 是 F(z) 的 函 
数 图 像 ， 另 一 条 则 是 g(z) 的 图 像 ( 见 图 22. 6). 
为 了 方便 计算 起 见 ， 我 们 再 假设 f(z) 的 曲线 


一 直 保 持 在 g(x) 曲 线 的 上 方 ， 即 对 所 有 z，J(z)>>g(z)， 于是， 介 于 z=a 与 
z+=b 之 间 ，/(z) 图 像 以 下 所 围 的 面积 等 于 | f(x)dz， 而 g(z) 下 方 所 围 的 面积 


等 于 | 'g(z)dz，f(z) 和 g(x) 中 间 所 夹 的 面积 ， 就 应 该 等 于 前 者 减 去 后 者 ， 
也 即 ; 
A=| f(z)dz— | g(x)dz= (f(z)—g(z))dz. 


把 以 上 叙述 稍 作 整理 之 后 ， 就 成 了 : 若 对 [a, 5] 区 间 上 的 所 有 x( 对 所 有 
zE [a, 6]， f(z) 之 g(x)， 则 在 区 间 [a, 5] 上 ， 由 函数 y= f(x) 以 及 y=g 
(xz) 所 夹 的 面积 就 等 于 : 


A=| (f(z)—g(z))dz. 


例题 试 求 y==x? 及 y==x3 之 间 的 面积 . 


这 是 非常 常见 的 例题 ， 几 乎 每 本 微 积 分 教科 书 都 有 它 的 踪迹 ， 如 不 是 用 它 
作为 例题 ， 也 多 半 会 放 在 习题 里 . 

从 图 22.7 你 可 以 看 出 ， 这 个 问题 所 要 求 
的 ， 就 是 图 中 状 如 新 月 的 一 小 块 面积 ， 因 为 
这 是 两 条 曲线 所 夹 、 且 面积 为 有 限 值 的 惟一 
部 分 . 为 求 这 块 新 月 形 的 面积 ， 我 们 首先 得 
找 出 两 函数 曲线 的 交点 ; 令 妇 = 习 ， 就 
得 到 : 


2Z2 一 3 ， 
22 一 zZ3 三 0， 
Z2(1 一 Z) 王 0， 
ZX 三 0 或 x 二 1. 
我 们 需要 知道 的 第 二 件 事实 是 ， 当 zx 在 0 
与 1 之 间 , xz? 一 直 “ 大 ”于 x3, 即 在 上 方 的 
曲线 为 y= 二 x? ， 在 下 方 的 曲线 为 y=x3. 


将 这 些 资料 代 人 面积 公式 ， 我 们 得 到 : 
_ 和 2 3 一 一 1 
面积 = | (z zt) 3 4lo 3 


4|1 


心 | 一 


22.3 微 积分 基本 定理 


我 们 到 现在 还 未 讨论 ， 为 什么 定 积分 以 及 它 所 代表 的 量 ， 诸 如 面积 ， 可 以 
用 这 样 的 方式 求 取 ， 答案 就 因为 所 谓 的 “ 微 积分 基本 定理 ”这 颗 无 价 的 数学 皇 
冠 宝 石 . 这 个 定理 告诉 我 们 ， 这 样 的 计算 方式 是 对 的 . 


微 积分 基本 定理 
| | f(z)ar=F(b)—F(a), 
式 子 中 的 下 (x) 为 函数 (x) 的 不 定 积分 (或 反 导 函数 ) 


在 这 个 方程 式 中 ， 我 们 把 等 号 左边 的 符号 ， 大 致 定义 为 一 条 曲线 下 方 的 面 
积 〈 若 该 曲线 为 正 ) ， 或 定义 得 更 精确 些 ， 就 是 称 之 为 “ 黎 曼 和 ”的 东西 ， 这 
部 分 待 会 儿 我 们 还 会 再 讨论 ， 所 以 说 ， 微 积分 基本 定理 就 是 要 告诉 我 们 ， 确 实 
有 这 么 一 个 计算 面积 与 “ 黎 曼 和 ”的 简便 办 法 .你 只 要 这 么 想 就 没 错 了 . 

既然 我 们 已 经 弄 请 楚 该 怎么 做 定 积分 ， 为 啥 还 要 这 么 效 获 妈 妈 说 一 大 堆 
呢 ? 主要 的 理由 是 ， 的 确 有 一 些微 积分 教授 (姑且 不 问 他 们 是 谁 )， 相 信 “ 试 
叙述 微 积分 基本 定理 ”是 个 很 好 的 考题 ， 碰 到 这 种 考题 ， 光 把 上 面 这 个 方程 式 ”. 
写 出 来 只 怕 还 嫌 不 足 ， 你 大 概 还 得 加 上 一 些 有 关 f(x) 连续 性 的 条 件 ， 或 是 该 
函数 是 否 能 积分 的 讨论 ， 请 查 一 查 你 的 课堂 笔记 ， 里 面 会 有 些 线索 . 

微 积 分 基本 定理 的 重点 ， 在 于 把 你 想 知道 的 某 些 信息 〈 即 方程 式 的 左边 )， 
转换 成 你 有 可 能 计算 得 到 的 东西 〈 即 等 号 的 右边 )， 请 注意 ， 我 们 并 没 说 你 算 
出 来 的 可 能 性 有 多 大 .如 果 你 无 法 找 出 f(z) 的 反 导 函数 ， 麻 烦 就 大 了 ;这 也 
意味 着 ， 在 现实 世界 里 ， 这 情况 屡见不鲜 ， 不 是 每 个 函数 都 有 漂亮 的 反 导 函 
数 ， 不过， 在 第 一 学 年 的 微 积分 世界 里 ， 积 分 问题 里 的 所 有 函数 几乎 是 用 来 训 
练 学 生 ， 熟悉 求 积分 的 能 力 与 技巧 ， 所 以 绝 大 多 数 的 函数 都 有 (比较 起 来 ) 容 


易 求 取 的 反 导 函数 、 这 种 安排 的 出 发 点 ， 是 让 你 能 积累 一 套 积分 技巧 ， 以 应 付 
大 部 分 的 情况 ， 尽 管 不 是 全 部 . 

在 此 我 们 还 要 提出 另 一 个 定理 ， 这 定理 常 有 人 称 为 “ 微 积分 基本 定理 2”， 
也 有 人 称 它 为 “ 微 积分 基本 定理 1”， 而 把 刚才 讨论 过 的 称 为 “ 微 积分 基本 定 
理 2”. 这 个 基本 定理 明确 表示 了 积分 跟 导数 之 间 的 著名 关系 ， 也 就 是 互 逆 的 
关系 ， 只 是 在 这 儿 特 别 限 定 在 导数 跟 定 积分 之 间 ， 以 数学 符号 表示 就 是 : 


£| f= /7). 


若 以 文字 来 叙述 ， 就 是 说 : 如 果 我 们 一 开始 有 个 f(z) ， 先 把 它 积分 ， 并 且 
让 下 限 a 为 常数 ， 让 上 限 xz 为 变数 ， 那 么 得 到 的 结果 会 是 一 个 z 的 函数 ， 然 
后 ， 我 们 把 这 个 z 的 函数 对 zx 微分 ， 看 哪 ! 这 微分 步骤 恰好 抵消 了 先前 的 积分 
步骤 ， 使 得 利 下 的 答案 就 是 原 函数 /， 所 不 同 的 是 ， 它 原 是 上 的 函数 ， 现 在 却 
成 了 z 的 函数 . 

这 儿 有 个 值得 注意 的 现象 ， 那 就 是 无 论 下 限 a 为何 数 ， 最 后 得 到 的 结果 均 
不 受 影响 ， 你 可 以 在 a 的 位 置 放 和 人 4, 或 是 放 人 其 至 一 只 脏 袜 子 ， 结果 都 一 
样 ， 所 以 ， 这 个 定理 除了 可 明白 表达 ， 积 分 与 微分 互 为 逆 运 算 之 外 ， 它 还 可 以 
用 来 证 明 微 积分 基本 定理 ， 而 这 也 就 是 为 什么 我 们 要 喝 唆 这 么 多 的 缘故 . 


22.4 定 积分 的 一 些 基本 法 则 


好 啦 ， 以 下 就 是 咱们 跟 定 积分 打交道 时 ， 必 须 遵守 的 一 些 游戏 规则 ， 在 许 
”多 情况 下 ， 这 些 规则 随时 都 用 得 上 ， 它 们 就 像 你 腰 际 间 挂 着 的 工具 腰带 . 


b a 
1. | f(r)dr=— [f(r)dr. 
上 下 限 互 换 ， 正 负 号 也 跟着 换 . 
2. | cpmdaz=c| f(r)dr 


你 可 以 把 积分 式 子 里 面 的 常数 拉 出 到 式 子 外 面 ， 就 有 如 你 可 以 把 常数 从 导 
数 里 拉 到 外 面 一 样 . 


5 roa rod raw 
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如 果 你 把 积分 想 成 是 相当 于 曲线 下 的 面积 ， 这 项 规则 就 不 证 自明 了 ， 因 为 
在 f(x) 下 方 、 从 点 a 到 点 < 之 间 的 面积 ， 应 该 等 于 从 a 到 6 的 面积 加 上 从 5 到 
-的 面积 . 


例题 试 计算 | ，| xz| dz 


你 还 记得 绝对 值 的 定义 吧 ? 它 就 是 


所 以 我 们 可 以 把 问题 分 开 ， 重 新 写成 ， 
|, zldz=| lzlart | lzldr= 


(0 一 (一 会) 十 于 一 9) 一 


5 
> 


2.5 数值 逼近 法 


数值 方法 (numerical method) mA mm 全 全 至 少 可 
求 出 很 接近 的 近似 值 ， 但 不 像 把 积分 极限 代 人 反 导 函数 那样 ， 能 给 你 完全 正确 
的 党 案 。 数值 方法 是 什么 呢 ? 若 用 比喻 的 说 法 ， 沉 如 同 我 们 面前 有 个 殉 ， 0 
盛装 着 可 口 的 冰淇淋 ， 而 我 们 想 知 道 冰 淇 淋 有 多 少 ， 最 可 靠 的 方法 就 是 一 
叱 ,一边 算 算 看 总 共 吃 了 多 少 匙 才 吃 完 这 个 方法 旧 然 不 比 理 包 方法 人 训 
雅 ,但 是 依然 美味 、 可 口 ， 而 且 对 我 们 的 最 终 目 标 来 说 也 够 正确 的 了 . 

对 许多 无 法 求 得 反 导 函数 的 函数 ， 要 积分 的 话 ， 就 只 有 用 数值 积分 法 了 . 


让 我 们 看 一 个 简单 的 例子 : 


he sinx? dx 

别 因为 这 个 例子 看 似 简单 ， 就 以 为 一 定 找 得 到 它 的 反 导 图 数 . 告诉 你 吧 ， 列 人 
早 就 已 经 试 过 ， 你 就 别 浪费 时 间 啦 ! 我 们 前 面 提 过 的 代 换 法 、 眼 球 法 全 不 奏 
效 ， 惟 一 剩 下 的 解法 就 是 逼近 法 了 . 

主要 的 几 个 数值 到 近 法 ， 是 利用 和 矩形 (和 矩形 法 或 中 点 法 )、 梯 形 (梯形 法 ) 
或 是 一 段 一 段 的 抛物 线 (辛普森 法 一 一 这 跟 卡 通 “ 辛 普 森 家 庭 ” 扯 不 上 关系 )， 
来 逼近 曲线 下 方 所 围 的 面积 ， 原 则 上 ， 这 些 和 矩形 或 梯形 的 数目 愈 多 ， 算 出 来 的 
值 就 愈 接近 实际 值 . 电脑 对 于 这 类 方法 ， 执 行 起 来 比 人 要 得 心 应 手 ， 因 为 电脑 
宁愿 把 时 间 花 在 运算 上 ， 而 不 是 看 电视 .许多 计算 机 与 电脑 内 都 已 装 设 了 这 关 
计算 方法 ， 而 这 也 就 是 当 你 叫 电脑 蔡 你 解 定 积分 时 ， 它 们 所 使 用 的 方法 . 

接 下 来 我 们 要 讲 所 有 逼近 法 的 标准 步 又 和 原理 .假设 你 现在 想 逼 近 下 列 
积分 : 


| f(z)dz. 
首先 ， 你 得 把 区 间 [a, 6] 分 割 成 个 等 分 ， 称 为 于 区间， 每 个 等 分 或 子 
区 间 的 长 度 均等 于 二 <， 再 把 每 一 子 区间 的 端点 依 序 标 上 符号 xo 到 zs4 个 符 


号 ; 因而 zo 取代 了 a，zn 取代 了 65， 也 就 是 a=zo 及 0 一 局. 

我 们 所 提 到 过 的 三 种 数值 方法 ， 各 自 使 
用 了 不 一 样 的 图 形 ， 去 一 一 取代 f(z) 在 子 
区 间 上 的 各 段 曲线 ， 这 些 用 以 取代 的 曲线 都 
跟 /(z) 靠 得 很 近 , 而且 曲线 下 所 围 成 的 面 
积 ， 都 比 原先 的 f(z) 曲线 所 围 成 的 更 容易 
计算 

这 三 种 数值 方法 的 差别 ， 就 在 你 用 来 取 
代 的 曲线 为 何 ， 如 果 你 用 的 是 一 小 段 一 小 眉 
的 水 平 线 ， 你 会 得 到 一 组 矩形 ， 总 面积 就 跟 
我 们 有 兴趣 知道 的 f(z) 曲 线 下 所 围 面积 差 不 
多 (请 看 图 22. 8). 
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总 而 言 之 ， 这 些 和 矩形 面积 之 和 ， 近 似 于 从 z=a 到 z=6 之 间 、 曲 线 y= 
/(z) 下 方 所 围 的 面积 ， 由 于 每 一 个 矩形 都 有 相同 的 宽 妈 4 ,而 高 f(x) 等 于 也 


n 


数 在 左手 边 端点 的 高 度 ， 所 以 面积 等 于 二 人 f(x;). 


n 


把 这 些 和 矩形 面积 全 加 起 来 ， 就 是 所 谓 的 矩形 法 . 


算 形 法 〈 选 用 每 个 子 区 间 的 左边 端点 ) 


[f(z0)+ f(z1)+ + (a1)]. 


[f(z) dr 


注意 ， 等 号 右手 边 相 加 的 最 后 一 项 应 该 停 在 zw-1， 而 非 zx. 
如 有 我 们 改 用 每 个 子 区 间 的 右边 端点 作为 矩形 高 度 ， 得 到 的 矩形 法 就 稍微 
有 点 差别 了 : | 


| f(z) adres fn) + f(z) ttm)] 


以 上 这 两 个 矩形 法 又 称 做 黎 曼 和 ( Rie- 
mann sum) ， 用 以 纪念 发 明 这 个 方法 的 德国 数 
学 家 黎 曼 (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 
1826 一 1866). 老 天 ， 他 的 姓名 还 真是 又 臭 又 
长 ， 即 使 他 的 Georg 比 英文 里 的 George 少 了 
一 个 字母 “e”! 

如 来 我 们 不 选 每 段子 区 间 的 左 端 点 或 右 
端点 ， 而 改选 中 点 来 决定 矩形 的 高 度 ， 那 么 
所 得 的 积分 逼近 法 就 叫做 中 点 法 ( 见 图 22.9). 


中 点 法 


] fa) 所 [7( 加 计时)+7( 于 开 )++…+/( 如 二 二 


)] 


n— n、 了 : 
式 子 中 瑟 了 卫 、 于 到、 5 za 诸 点 ; . 衣 是 从 4 二 加 区 52 过 汪 区 


闻 等 分 后 ， 各 个 子 区 间 的 中 后. 

用 和 拢 形 面积 的 和 来 逼近 一 段 曲线 下 方 所 围 面积 ， 这 个 基本 想法 是 整个 数学 
科学 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 其 重要 性 大 约 跟 用 一 系列 割 线 来 逼近 切线 的 想法 并 
驾 齐 驱 . 我 们 待 会 儿 还 会 回头 来 讨论 ， 全 于 现在 咏 …… 

如 果 我 们 把 Az) 的 每 一 小 段 曲线 ， 换 成 斜率 各 不 相同 的 直线 ， 这 些 斜 线 
显然 比 矩 形 的 平 顶 更 近似 原来 的 曲线 .这么 一 来 ， 我 们 就 得 到 梯形 法 啦 ( 见 图 
22. 10). 


这 里 你 把 头 尾 两 个 值 f(zo ) 跟 f(z ) 都 
包括 进去 了 ， 不 过 各 只 有 一 半 和 而已， 为 什么 
会 这 样 呢 ? 与 梯形 面积 公式 有 关 : 左 端 高 工 、 
右 端 高 R、 而 宽 为 W 的 梯形 ， 面 积 为 : 
TA 


如 果 我 们 再 进一步 ， 用 抛物 线 片 段 来 取 

代 每 二 段 f(z)， 结果 又 会 比 梯形 法 所 用 的 和 斜 

线 更 接近 原 曲线 ， 这 就 是 所 谓 的 辛普森 法 . 
辛普森 法 


Poa 生 


十 2F(zz ) 十 … 


[f(zo)+4f(z1) 


n 


2f(zxn—2)+4f(zxn—i)+ 
f(zxn)]. 


请 注意 ， 在 辛普森 法 中 ， 等 号 右边 的 分 数 
(相当 于 子 区 间 的 宽度 ) 为 和 2， 这 是 积分 抛 


物 线 之 后 的 结果 ， 而 括号 内 的 每 个 Fn ) 的 系数 有 一 个 固定 的 模式 ， 那 就 是 ; 
1,4,2,4,24，…… 2 4， 2 4，1. 

只 要 你 是 把 区 间 [a, 分 割 为 偶数 等 分 ， 就 会 符合 这 个 模式 ， 在 提 到 辛 
普 森 法 时 ， 你 的 任课 教授 可 能 会 证 明 ， 为 什么 那些 系数 会 有 这 个 模式 ， 当 然 也 
可 能 不 会 ， 如 果 他 真是 在 课堂 上 讲 过 ， 那 么 除非 他 明确 告诉 你 们 此 题 绝对 不 
考 ， 你 最 好 把 它 背 下 来 .但 是 一 般 的 教授 都 认为 ， 这 个 问题 作 考题 太 过 和 
琐 了 . 

这 些 有 逼近 潜在 计算 上 都 不 难 ， 只 是 过 程 单调 、 乏 味 ， 理 应 于 给 电脑 或 电子 
计算 机 去 做 ， 偶 尔 也 用 来 折磨 一 下 微 积分 学 生 ， 不 过 ， 这 类 做 多 了 准 会 叫 人 发 
疯 的 计算 ， 是 可 编程 的 电脑 或 计算 机 最 拿手 的 差事 ， 在 编程 序 时 ， 你 可 以 造 一 
个 回 圈 ， 让 程序 每 迭代 一 次 ， 就 自动 加 到 总 和 中 去 ， 那 么 等 到 程序 执行 完 ， 你 
要 的 答案 便 出 笼 啦 . 

现在 让 我 们 举 个 实例 ， 看 看 用 和 矩形 法 〈 以 右 端点 的 高 度 为 准 ) 求 定 积分 


| dz 的 近似 值 时 ， 程 序 该 如 何 编 ， 假 定 我 们 把 问题 指定 的 区 间 分 割 成 10 等 
分 ， 所 以 总 和 为 10 个 项 相 加 . 


矩形 法 的 程序 范例 : 
1. $=0 
2. f(x)=sgrt (1) 
3.a=] 
4.6=2 
5.n=10 
b—a 
n 


6. dd 二 


7. FOR k=1 TOn 

8. S=S+ f(at+kx d)dxd 
9. NEXT & 

10. PRINT S$ 


第 8 行 的 f(at+kx d)d x d 这 一 就 是 一 个 个 姑 形 的 面积 当 程序 执行 


FOR 那个 循环 时 ， 此 项 会 加 进 总 面积 9 之 中 . 

如 果 你 偏 不 喜欢 采用 右 端点 高 度 ， 而 要 改 以 左 端点 ， 你 可 以 把 第 8 行 里 的 
k， 以 (4 一 1) 取 代 ， 同 理 ， 如 果 要 用 中 点 法 ， 可 把 同一 个 以 (4 一 0.5) 取 代 ， 
因为 0. 5d 就 是 子 区 间 宽 度 的 一 半 . 

至 于 考试 咏 ， 对 付 这 些 逼 近 法 的 最 好 方法 ， 是 在 “有 可 能 出 现在 考卷 上 ” 
的 前 提 下 ， 趁 考试 前 把 公式 背 下 来 ， 然 后 在 考 完 后 尽快 把 它们 忘掉 一 一 “心中 
想 的 念 的 盼 的 望 的 ， 不 会 再 是 你 ， 不 愿 再 承受 ， 要 把 你 忘记 !” 


22.6” 黎 时 和 一 一 附带 一 些 关键 细节 


某 些 教师 可 能 会 要 求 你 务必 知道 定 积分 的 技术 定义 ， 第 一 次 听 到 时 ， 你 可 
能 觉得 它 很 难 ， 不 过 等 你 学 得 了 其 中 的 窍门 之 后 ， 就 不 这 么 觉得 了 ， 所 谓 技术 
定义 ， 其 实 就 是 用 和 矩形 法 来 通 近 一 个 积分 . 

还 记得 矩形 法 〈 选 用 右 端 点 为 每 个 矩形 高 度 ) 在 说 些 什 么 吗 ? 它 是 说 : 把 
区 间 [a, 6] 7 等 分 为 [zo, x1]、[xi, x2]、…、[zxn--1, xn]， 而 其 中 zo 二 a， 


Xn =b, 由 
[fC2) adr) + fr) t+ f(r)]. 


| f(z)ar 
的 实际 值 ， 我 们 得 想 办 法 让 近似 值 愈 来 愈 允 近 实际 值 ， 要 怎么 做 才能 达到 这 个 
目的 呢 ? 就 是 把 区 间 [a, 6] 分 割 得 更 小 ， 也 就 是 让 和 矩形 愈 来 傅 多 (也 就 是 让 
式 子 中 的 = 愈 来 愈 大 )， 如 果 取 x 趋 近 无 穷 大 时 的 极限 ， 我 们 就 可 以 得 到 实际 
值 啦 ，( 瞧 ! 极限 又 派 上 用 场 了 ， 没 想到 吧 ?) 


为 了 求 出 


双 和 营 记 某 年 冬季 ， 某 地 青年 活动 营 受 到 暴风 雪 的 肆虐 ， 房 舍 全 拥 塌 
了 .虽然 如 此 ， 来 年 暑假 报名 参加 夏令 营 的 反而 比 前 年 多 ， 营 区 工作 人 员 为 了 
应 急 ， 赶 忙 搭建 起 一 座 巨 大 的 帐篷 ， 让 参加 夏令 营 的 男孩 跟 女 孩 都 住 在 里 面 . 
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当然 男孩 跟 女 孩 不 能 混 住 在 一 起 ， 于 是 他 们 在 帐篷 正中 间 加 建 了 一 道 木板 墙 ， 
以 便 隔 开 男 孩 营 和 女孩 营 . 

那 座 帐 篷 的 篷 顶 横 切 面 形状 像 个 人 字 ， 中 央 撑 得 最 高 ， 两 边 弯曲 下 降 ， 最 
后 与 外 墙 相 接 . 由 于 是 临时 应 急 ， 营 区 主管 只 找 来 了 6 大 块 长 方形 三 夹板 ， 拼 
凑 起 来 筑 成 隔 墙 ， 不 幸 的 是 ， 这 些 三 夹板 不 能 顺 着 帐篷 的 曲线 密实 贴 紧 ， 因 而 
留 下 了 大 量 的 空隙 ， 让 隔 墙 而 居 的 少男 少女 大 饱 了 眼福 . 

消息 传 开 之 后 ， 第 二 年 的 报名 人 数 激 增 ， 营 区 主管 当然 有 所 耳闻 ， 所 以 在 
夏令 营 开 始 之 前 ， 也 趁机 把 隔 墙 整修 了 一 番 ， 这 回 他 们 用 了 十 二 块 厚实 木板 ， 
替换 原先 的 三 夹板 ， 并 让 每 块 木板 上 方 的 空隙 变 小 了 一 些 , 但 是 个 子 高 的 年 轻 
人 ， 仍 然 能 通过 窜 小 的 空隙 窥视 .结果 ， 有 家 长 发 现 了 这 个 缺失 ， 准 备 约 同 律 
师 去 法 院 按 铃 ， 控 告 营区 有 伤风 化 ， 人 迫使 营区 不 得 不 正视 这 个 问题 . 

第 三 年 的 报名 人 数 仍然 居 高 不 下 ， 只 是 多 数 申请 人 都 指明 要 求 上 层 铺位 
不 过 等 他 们 报到 之 后 才 发 现 ， 营 区 主管 把 问题 隔 墙 又 重建 了 一 番 ; 这 回 他 用 的 
是 宽 仅 一 英寸 的 木 条 ， 几 乎 塞 满 了 帐篷 的 整个 横断 面 ， 即 使 最 狐 独 的 年 轻 人 ， 
使 出 吃 奶 的 力气 ， 也 拿 它 毫 无 办 法 ,除了 偶尔 可 看 到 细 缝 后 的 眼睛 外 ， 哈 也 瞧 
不 见 ， 所 以 ， 对 筹 公堂 的 危机 解除 了 ， 但 不 幸 的 是 ， 第 四 年 的 夏令 营 报 名 人 数 
却 因而 大 幅 减 少 ， 居 然 连 基本 人 数 都 凑 不 足 ， 该 营区 从 此 就 关门 大 吉 了 . 


假如 当时 报名 人 数 没有 变 得 太 少 、 营 队 能 继续 营运 的 话 ， 那 么 以 后 几 年 里 
整修 营区 时 ， 隔 墙 上 拼合 的 木 条 很 可 能 会 愈 来 愈 窗 ， 这 正好 跟 利 用 “ 黎 曼 和 ” 
来 逐渐 逼近 定 积分 的 值 ， 在 做 法 上 不 谋 而 合 ( 见 图 22. 11)。 这 些 愈 来 合 窗 的 木 条 
加 起 来 的 总 面积 ， 傅 来 愈 接近 帐篷 切面 的 实际 面积 ; 这 些 木 条 趋 近 无 限 多 时 的 
面积 ， 就 可 当 作 定 积分 的 严格 定义 . 

定 积分 的 技术 定义 


Db TE i 


| f(z)dz=lim (SE) fn) + fz) t+ f(z)]. 

天 啊 ， 这 式 子 的 右 半边 未 免 太 难看 了 吧 ， 现 在 早已 不 兴 这 么 写 啦 ! f(x) 
十 f(z2) 十 … 十 f(zxn) 的 写法 ， 对 业余 人 士 仍 旧 说 得 过 去 , 但 总 是 这 么 写 ， 玖 
怕 往 后 连 贩 夫 走 卒 都 看 得 懂 ， 岂 不 坏 了 数学 崇高 的 形象 ; 所以， 聪明 的 专家 
引用 了 两 个 新 的 记号 ，> ) 跟 Az， 以 把 外 行人 士 挡 在 门 外 ， 其 中 的 忆 (希腊 
文 的 大 写字 母 sigma) 用 来 代表 总 和 : 


> f(z). 


上 面 这 个 很 玄 的 写法 ， 其 实 就 代表 / (zl) 十 f(xz) 十 … 十 f (zx), 其 
中 的 i 叫做 求 和 指数 (index of summation)， 另外， 再 用 Az 来 代表 世 近 法 里 所 


用 的 那些 细 长 矩形 的 宽度 ， 即 Ax 一 < 
把 这 两 样 新 玩意 儿 代 和 后， 我 们 的 积分 定义 看 起 来 可 就 伟大 得 多 只: 
AD fa 


这 个 式 子 还 有 各 种 写法 .我 们 可 以 由 其 他 逼近 法 人 手 ， 辟 如 改 用 子 区 间 的 
中 点 来 求 Kz)， 或 把 [a, 6] 区 间 分 割 成 不 等 长 的 子 区 间 等 等 ， 理 论 上 ， 最 后 
得 到 的 数值 一 定 相同 ， 在 这 些 五 花 八 门 的 写法 中 ， 由 矩形 法 演绎 出 来 的 写法 是 
最 简单 、 最 常 使 用 的 一 个 也许 你 很 好 奇 ， 想 知道 最 复杂 的 版 本 是 啥 样子 ， 那 
么 瞧 瞧 这 个 : 


.fr)dr= lm 3) fle) (za), 


式 子 里 面 的 c:， 是 子 区 间 [zi-1, xi] 上 的 任何 一 点 ， 
两 者 有 何不 同 呢 ? 后 面 这 个 复杂 的 版 本 是 说 ， 我 们 不 一 定 非 把 区 间 [a, 5] 
等 分 不 可 ， 而 是 可 以 把 它 分 割 成 不 等 长 的 上 段 ， 每 段 宽度 为 [zi_1, zi] 上 的 
任何 一 点 c 均 可 ， 只 要 当 n 趋 向 无 穷 大 ， 且 函数 /能 保持 冷静 (意思 是 “不 会 
太 不 连续 *) 的 时 候 ， 所 有 的 子 区 间 大 小 都 趋 近 0， 这 个 复杂 版 本 就行 得 肖 
当然 ， 如 果 我 们 在 取 极限 以 前 停 了 下 来 ， 我 们 会 得 到 一 个 “ 黎 曼 和 "， 也 


就 是 说 ，> 7 f(zi)Ar 是] .7(z)dz 的 一 个 “ 黎 曼 和 ”逼近 . 
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虽然 有 点 老 王 卖 瓜 之 嫌 ， 我 们 趁 此 再 度 强调 一 次 ， 前 面 提 到 过 的 微 积 分 基 
本 定理 ， 可 真是 可 爱 透 顶 啦 ! 瞧 瞧 这 个 定 积分 的 “定义 "， 是 多 么 讨 人 大 的 怪 
物 ， 里 面 一 大 堆 极 限 ， 和 ， 以 及 A 什么 的 . 要 是 没有 了 微 积分 基本 定理 ,你 可 
得 赤 手 空 拳 地 去 用 这 怪 公式 打交道 ， 做 多 了 不 烦 死 才 怪 ! 微 积分 基本 定理 真是 
伟大 的 救星 ， 只 要 被 积 函 数 有 反 导 图 数 ， 你 就 可 以 直接 取 反 导 图 数 ， 把 上 下 也 
代 进 去 ， 三 两 下 就 能 得 到 精确 的 积分 售 案 了 . 


警告 : 最 糟 烂 的 函数 是 它 根本 没有 反 导 前 数 ， 你 拿 它 没 辐 ! 在 这 种 情况 
下 ， 只 要 该 函数 是 连续 的 ,或 是 只 除了 有 限 多 个 间断 点 之 外 其 余 仍 为 连续 ,我 
们 仍然 认为 这 个 函数 可 以 积分 . 


好 啦 ! 这 最 长 的 一 章 总 算 到 了 尾声 ， 不 但 写 的 人 很 累 ， 读 的 人 也 快 打 睦 睡 
了 .上 明 们 小 休 片 刻 如 何 ? 


通俗 演讲 的 高 言 故 事 


话说 在 一 个 不 便 透 露 校 名 的 某 大 学 里 ， 举 办 了 一 系列 的 演讲 ， 由 学 校 的 教 
授 们 主讲 ， 对 象 是 校外 普通 老百姓 .这 个 系列 显然 非常 受 欢迎 ,举办 了 好 多 
年 ， 美中不足 的 是 ， 目 从 开办 以 来 ， 未 曾 有 数学 系 的 教授 上 过 人 台 ， 原 因 是 主办 
人 害怕 数 学 家 无 法 跟 缺 之 数学 底子 的 大 众 做 良性 沟通 ， 但 是 这 个 缺陷 总 不 免 招 
人 非议 ， 在 熏 论 的 压力 下 ， 主 办 人 终于 邀请 了 一 位 数学 教授 ,安排 好 六 讲 日 
期 ， 并且 特 别提 醒 他 说 : “请 注意 ! 来 听讲 的 人 都 是 最 普通 的 老百姓 ， 他 们 连 
微 积 分 课 都 没 上 过 ， 所 以 不 知道 什么 是 导数 和 积分 . ” 

“六 回 题 ， 教 授 回应 道 :“ 我 懂 你 的 意思 ” 

到 了 演讲 那天 ， 主 办 人 作 过 例 行 介 绍 之 后 ， 教 授 走 到 讲台 上 ， 一 开口 就 
说 :“ 诸 位 女士 先生 ， 在 下 我 今天 要 讲 的 题目 ， 是 如 何 求 函数 f(z) 在 a 到 65 这 
段 区 间 上 的 定 积分 "。 坐 在 第 一 排 的 主办 人 闻 言 大 惊 失色 ， 而 整个 大 教室 里 的 
听众 个 个 一 脸 惊讶 .教授 望 了 主办 人 一 眼 ， 叫 他 放心 ， 然 后 继续 说 : “在 座 如 
有 任何 人 对 定 积分 不 熟悉 ， 不 要 紧 ， 你 只 要 把 定 积 分 想 成 是 一 个 “ 黎 曼 和 ”的 


从 现实 生活 中 产生 出 来 的 数学 问题 《有 别 于 那些 皖 空 捏造 出 来 的 例题 )， 
一 般 都 非常 琐碎 麻烦 .如 果 有 人 给 了 你 一 个 问题 ， 要 你 做 出 它 的 数学 模型 ， 你 . 
该 怎么 办 ? 下 面 是 你 应 遵循 的 三 个 步骤 : 


1. 把 问题 整理 一 番 ， 也 就 是 把 所 有 跟 问 题 无 关 的 信息 别 除 . 
2. 看 看 能 否 把 剩 下 的 信息 改造 成 为 一 个 数学 问题 . 
3. 解 该 问题 ， 


这 三 个 步骤 各 有 其 困难 与 陷阱 ， 有 时 必须 一 试 再 试 ， 才 能 完成 步骤 、 求 得 
最 后 答案 ， 你 会 发 现 ， 经 过 努力 和 挫折 后 得 来 的 果实 ， 不 但 特别 甜美 ， 也 非常 
值得 ， 为 什么 呢 ?” 因 为 在 现实 生活 中 ， 好 的 数学 模型 可 以 成 功 预测 世事 的 发 
展 ， 向 且 准 确 性 惊人 ， 一般 说 来 ， 为 了 顺利 通过 上 述 的 第 2 步 和 第 3 步 ， 你 在 
进行 第 1 步 时 ， 往 往 必须 舍得 抛 掉 大 量 看 似 有 关 的 信息 ， 而 且 在 进行 第 2 步 、 
写 下 方程 式 之 前 ， 经 第 还 得 大 四 阔 芹 地 简化 间 题 所 给 的 假设 ,这样 你 才 有 希望 
在 第 3 步 里 ， 获 得 合理 的 解 . 

在 做 数学 模型 上 ， 你 可 要 比 发 明 微 积 分 的 牛顿 、 莱 布 尼 茨 那个 时 代 的 人 幸 
运 多 了 ; 原因 是 你 手边 有 电脑 和 计算 机 ， 可 以 帮助 你 快速 完成 许多 计算 或 运 
算 ， 这些 运 算 复杂 难 缠 ， 其 至 让 那些 才思 敏捷 的 伟大 数学 家 都 望而却步 . 
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模型 离 言 


有 一 位 数学 家 约 了 她 的 两 位 好 友 去 看 赛马 ， 其 中 一 位 是 物理 学 家 ， 还 有 一 
位 是 统计 学 家 ， 他 们 相互 约定 ， 在 当日 压轴 的 那 场 大 赛 中 ， 使 出 自己 领域 的 看 
家 本 事 ， 各 投注 一 百 美 元 ， 看 谁 能 买 中 胜出 . 

统计 学 家 非常 郑重 其 事 ， 马 上 到 附近 的 书 报 摊 ， 买 下 即将 出 场 的 每 匹 马 过 
去 比赛 的 历史 资料 ， 然 后 打开 她 的 笔记 本 电脑 ， 把 所 有 可 得 的 变量 输入 程序 
里 , 锯 刻 则 就 得 到 了 每 匹 马 跑 赢 的 概率 分 布 ， 她 拿 这 个 概率 分 布 ， 去 同 公布 的 
答 磊 次 数 相互 比较 ， 然 后 就 把 她 的 一 百 元 全 押 在 3 号 马 “ 通 灵异 数 ” 身 上 . 

物理 学 家 则 把 注意 力 放 在 每 匹 马 的 质量 、 体 积 、 身 体 各 部 肌肉 之 间 的 比 
率 、 做 功 的 能 力 ( 结 果 当 然 都 是 : 1 马力 ) ， 以 及 跑道 的 摩擦 系数 、 当 天 的 风 
力 等 等 ， 几 经 比较 之 后 ， 他 把 钱 全 押 给 了 4 号 马 “ 冷 融合 ”. 

数学 家 却 避 开 人 群 ， 走 到 一 个 清静 所 在 ， 向 远方 凝视 了 好 一 会 儿 ， 完 全 没 
有 去 理会 跑道 和 参赛 的 马匹 最 后 ， 她 把 一 百 元 全 押 在 5 号 “ 费 马 大 定理 ” 
身上 . 

末 不 其 然 ， 比 赛 结束 时 ,“ 费 马 大 定理 ”轻易 的 拨 得 了 头筹 . “你 是 怎么 狂 
到 的 ?” 物 理学 家 跟 统 计 学 家 都 大 惑 不 解 . 

这 个 嘛 ……” 她 解释 道 : “如 果 你 们 来 听 过 我 在 微 积分 课堂 上 讲 的 模型 
课 ， 就 不 会 这 么 惊讶 了 .我 的 第 一 步 是 假设 每 匹 马 都 是 一 个 完美 的 球 .…….” 

语意 : 在 为 问题 设计 模型 的 时 候 ， 重 点 不 在 于 问题 所 给 的 诸多 假设 与 事实 
相差 多 远 ， 而 在 于 它 是 否 保有 够 多 的 关键 信息 ， 使 你 能 够 了 解 问题 的 精髓 ， 关 
键 信息 也 许多 到 让 你 赢得 巨额 奖金 . 


“3.1 现实 问题 


例题 现在 室外 气温 高 达 华 氏 105 度 (摄氏 40.6 度 )， 这 数字 只 是 在 阴凉 
地 方 测 得 的 温度 ， 时 间 是 接近 中 午 的 11;30， 和 玖 日 当 室 ， 万 里 无 云 ， 此 时 你 正 
站 在 屋顶 上 ， 手 里 捧 着 一 个 绿色 气球 ， 里 面 装 满 了 面粉 ， 因 为 你 想 在 你 的 室友 
从 屋 里 走出 来 ， 把 这 个 面粉 炸弹 砸 到 他 的 头 上 ， 谁 巴 他 口 风 不 紧 ， 让 女友 知道 


了 你 的 行踪 ， 栈 成 难以 收拾 的 局 面 ， 不 给 他 一 点 小 苦头 吃 ， 岂 能 消除 你 心头 之 
恨 ? 屋顶 离 地 30 英尺， 手中 的 面粉 炸弹 已 经 晒 得 发 滨 ， 你 的 脑子 也 晒 得 看 捅 
沉沉 ， 却 一 个 劲 儿 在 想 ， 待 会 儿 这 玩意 儿 掉 在 你 的 室友 头 上 时 ， 它 的 速度 应 该 
是 多 少 ? 造成 的 混乱 会 有 多 严重 ? 


第 一 步 ， 我 们 得 把 所 有 不 相关 的 信息 剔除 掉 (都 是 你 的 室友 大 嘴巴 ， 否则 
你 压根 儿 不 会 顶 着 大 太阳 ， 跑 到 屋顶 上 一 一 这 个 我 们 知道 ， 但 是 跟 这 颗 面 粉 炸 
弹 的 威力 完全 风 马 牛 不 相 及 )， 接 下 来 还 得 把 剩 下 来 的 有 关 信 息 尽 量 简 化 ， 简 
化 到 我 们 能 够 用 来 解决 问题 . 

哪些 信息 可 以 剔除 呢 ? 气温 可 不 可 以 剔除 ? 当然 气温 跟 面 粉 炸 弹 发 淘 两 者 
不 无 关系 ， 但 是 与 我 们 的 问题 关系 不 大 ， 所 以 应 该 剔除 掉 . 又 ， 在 烈日 高 照 的 
11:30， 你 在 屋顶 上 几乎 被 烤 焦 不 说 ， 而 且 从 一 大 早 到 现在 连 一 口 咖 啡 都 还 没 
喝 ， 这 对 你 来 说 也 许 非 常 重要 ， 但 我 们 仍然 决定 把 它 剔 除 . 

你 手 里 捧 着 的 气球 ， 里 面 装 的 是 面粉 而 不 是 水 ， 两 者 之 间 有 任何 不 同 吗 ? 
的 确 有 一 一 面粉 炸弹 炸 开 时 ， 不 会 涛 酒 得 像 水 弹 开 花 那 么 远 ， 而 且 弄 得 一 头 一 
身 的 面粉 ， 比 起 一 身 湿 透 、 成 了 落 汤 鸡 ， 清 理 起 来 可 就 大 费 周折 啦 ! 这 对 炸弹 
的 威力 来 说 ， 的 确 有 决定 性 的 影响 ， 所 以 这 个 信息 我 们 先 予 以 保留 ， 那 么 气球 
炸弹 的 形状 呢 ? 这 个 比较 棘手 .气球 的 形状 对 面粉 炸 开 后 的 分 布 情形 很 可 能 有 
影响 ,但 是 题目 里 并 没有 这 方面 的 蛛丝马迹 ， 所 以 我 们 假设 它 是 球形 的 . 

题 日 还 特别 提 到 了 屋 榴 离 地 高 度 是 30 英尺 ， 这 听 起 来 很 重要 ， 但 是 你 是 
要 把 气球 炸弹 从 屋 榴 边缘 丢 下 去 ? 还 是 要 把 它 高 高 举 起 之 后 才 往 下 丢 ? 若是 后 
者 ， 你 的 身高 是 多 少 ? 同样 ， 你 的 室友 有 多 高 ? 这 些 细节 我 们 都 无 法 确实 掌 
握 ， 所 以 我 们 只 能 把 它 理想 化 与 简单 化 ， 假 设 你 让 气球 炸弹 从 屋 榴 上 方 6 英尺 
处 放手 ， 而 你 室友 的 头顶 刚好 也 在 地 面 上 方 6 英尺 处 . 换 句 话说 ， 气球 炸弹 掉 
沙 时 所 走 的 距离 为 30 英尺 ， 多 妙 蚜 1 

这 个 气球 炸弹 掉 到 你 的 室友 头 上 上 时， 速度 究 竟 多 快 ? 这 可 是 整 道 题目 的 关 
键 所 在 ! 在 此 我 们 需要 重力 加 速度 g= 一 32 英尺 / 秒 ? 这 个 事实 的 帮忙 ， 不 过 
在 引用 这 个 事实 时 ， 有 一 点 干 万 、 千 万 得 注意 .假如 你 候 上 屋顶 的 目的 ， 不 在 
找 你 那 可 恶 的 室友 出 气 ， 而 是 要 给 你 最 最 心仪 的 女郎 一 个 惊喜 ， 打 算 把 玫瑰 花 
辩 撤 落 到 她 的 身上 ， 那 么 花瓣 与 装 了 面粉 的 气球 ， 掉 落 的 速度 可 就 完全 不 同 
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了 ， 因 为 花瓣 会 四 处 飞舞 、 到 处 乱 飘 ， 面 粉 气球 不 会 ， 所 以 我 们 若 假 设 气 球 的 
加 速度 刚好 是 一 32 英尺 / 秒 ?* ， 跟 事实 不 会 相差 太 远 .我 们 写成 : a(t) 三 一 32. 
”知道 了 加 速度 ， 求 速度 就 不 难 啦 ! 因此， 面粉 气球 的 速度 (或 速率 ) 应 该 
是 加 速度 的 反 导 图 数 ， 也 就 是 (六 = 一 321 十 C， 那 么 C 又 是 多 少 呢 ? 我 们 知 
道 ， 当 你 看 到 你 的 傻瓜 室友 开门 准备 走出 来 之 际 ， 你 捧 着 气球 ， 心 中 况 思 着 生 
命 的 意义 、 文 明 的 必然 衰落 ， 犹 耶 着 目 己 到 底 该 不 该 把 气球 古 到 你 的 室友 头 
上 , 在 你 充满 矛盾 的 关键 时 刻 ， 气 球 的 速度 为 0。 所 以 ，v(0)==0, 故 C=0， 
因 员 v(1) 二 一 32t. 

看 起 来 已 经 满 有 头绪 了 ， 只 要 我 们 能 够 找 出 ， 到 底 在 什么 时 刻 气球 炸弹 磺 
到 你 的 室友 的 头 ， 我 们 就 可 以 算出 气球 那 时 的 速度 ， 但 是 我 们 只 知道 气球 得 掉 
沙 30 英尺 ， 才 磁 到 他 的 脑袋 ， 所 以 我 们 需要 的 是 距离 沪 数 ， 而 距离 冰 数 是 速 
度 纲 数 的 反 导 图 数 : d(t)= 二 一 16& 十 D， 那 么 4(0) 是 多 少 呢 ? d(0) 应 该 等 于 36 
英尺 ， 因 为 你 是 从 屋顶 上 方 6 英尺 处 放手 的 . 所 以 ，d (的 三 一 16 刀 十 336， 气球 
会 在 何 时 砸 到 他 的 脑袋 呢 ? 答案 是 当 d(z)==6 的 时 候 ， 亦 即 一 16& = 一 30, 或 
当 考 三 15 8， 也 就 是 1. 37 秒 的 时 候 ， 

那么 碰 上 脑袋 的 那 一 刻 ， 气 球 的 速度 究竟 是 多 少 ? 简单 ，v(1.37) = 
一 32(1.37) 三 一 43. 8 闫 矿 / 秒 . 听 起 来 够 快 了 ,应 该 可 以 把 他 搞 得 一 团 糟 了 . 
这 又 把 我 们 带 到 了 第 二 个 问题 一 一 究竟 有 多 粳 ? 

首先 我 们 得 把 这 个 问题 解释 得 比较 具体 一 些 ， 记 得 前 面 我 们 假定 气球 为 圆 
球形 ， 试 想 ， 你 要 是 把 这 么 一 颗 气 球 炸弹 从 3 英尺 高 的 地 方 (差不多 是 从 你 的 
腰 际 ) 放手 ， 让 它 险 落 到 地 面 上 ， 当 它 撞 到 地 上 时 ， 当 然 会 叹 的 一 声 砸 碎 ， 里 
面 疼 的 面粉 会 减 得 到 处 都 是 . 但 在 事实 上 ， 并 非 “ 到 处 都 是 ”， 而 是 会 形成 一 
个 以 沙 点 为 圆心 的 圆 ， 对 吧 ? 我 们 可 以 把 这 个 圆 的 半径 称 为 溅 涛 半径 . 

现在 ， 我 们 不 妨 让 “气球 会 造成 多 严重 的 脏 乱 ?” 这 问题 ， 等 同 于 “ 当 和 气 
球 击 中 目标 时 ， 造 成 的 溅 涛 半径 是 多 少 ?” 很 不 幸 的 ， 以 题目 所 给 的 现 有 资料 ， 
我 们 实在 无 法 回答 后 面 这 个 问题 ， 我 们 并 不 知道 任何 气球 炸弹 从 任何 高 度 掉 下 
来 时 ， 所 造成 的 溅 泌 半 径 ， 而 在 这 次 实验 之 后 ， 大 概 你 这 匡 子 也 难 有 机 会 重新 
做 一 回 . 

我 们 还 需要 额外 的 信息 ， 这 样 吧 ， 我 们 去 麻烦 你 的 另 一 位 室友 ( 跟 你 一 鼻 
孔 出 气 的 ) ， 到 实验 室 (厨房 ) 快速 做 这 个 实验 . 他 拿 了 一 个 跟 你 手中 一 模 一 


样 的 气球 炸弹 ， 从 9 英尺 高 处 (他 山上 了 流 理 台 ) 放 手 让 它 掉 到 地 板 上 ， 果 然 
是 溅 得 一 塌 糊 涂 .他 量 了 一 量 ， 减 泌 半 径 是 7 英尺。 然后 ， 用 跟前 面相 同 的 方 
法 与 步骤 ， 我 们 算出 了 这 枚 试验 炸弹 落 到 地 板 上 的 速度 是 一 24 英尺 /种 . 

现在 ， 我 们 可 以 针对 诚 涛 半径 跟 撞击 速度 之 间 的 关系 ， 做 一 个 猜想 ， 我 们 
假设 两 者 成 正比 ， 也 就 是 存在 某 个 神秘 的 常数 久 ， 使 得 ; 

减 发 半径 = 并， 速率 

这 只 是 个 数学 模型 一 一 在 真实 世界 里 ， 我 们 可 能 有 必要 重新 考虑 上 面 这 
假设 ， 做 些 修 正 ， 但 在 此 处 ， 这 个 假设 还 算 合理 . 

有 了 你 的 心腹 室友 的 实验 数据 ， 我 们 可 以 求 出 kK 的 值 : 

7 二 K(—24), 


K= 一 芳 . 

换 句 话说 ， 泪 泌 半径 就 等 于 一 交 乘 上 撞击 速度 ， 我 们 已 经 知道 ， 你 手 
中 的 炸弹 掉 沙 到 室友 头顶 时 的 速度 为 一 43.8 英尺 / 秒 ， 所 以 溅 滩 半 径 将 为 
(一 让) (一 43.8)12 英尺 ,在 他 把 混乱 场面 清理 干净 之 前 ， 你 大 概 已 经 光 到 


香港 啦 ! 
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24.1 指数 


好 啦 ! 你 看 到 “把 戏 ” 两 字 ， 可 能 以 为 我 们 要 从 帽子 里 变 出 鸽子 或 兔子 ， 
觉得 了 无 新 意 ， 不 过， 温 故 而 知 新 的 道理 大 家 都 知道 ， 所 以 将 就 一 点 ， 让 我 们 
很 快 复习 一 遍 吧 . 

指数 是 什么 ? 指数 就 是 那些 像 鹦 殉 般 的 、 站 在 数字 或 变量 右 肩 膀 上 的 小 数 
字 . 除了 外 形 跟 鹦 赵 相 似 ， 它 也 有 自己 的 一 套 规则 ， 鹦 赵 的 言行 规则 是 : 第 
一 ， 模 仿 主 人 ， 以 此 娱乐 主人 ; 第 二 ， 只 跟 其 他 鹦 赵 好 .指数 的 言行 规则 与 上 
述 两 点 相去 不 远 ， 怎 么 说 呢 ? 请 看 看 下 面 两 个 等 式 : 

22XX23 一 25 ， (23)" 一 215. 

如 果 我 们 把 23 想 成 2 自 乘 3 次 (事实 上 就 是 ) ， 并 以 此 类 推 ， 上 面 这 两 条 
规则 就 不 难 记 忆 了 . 

22: X23 二 (2X2)(2X2X2)=2X2X2X2X2. 

我 们 还 需要 知道 : 


174 微 积分 二 合龙 社 才 
~ 


然后 ， 我 们 就 得 到 了 下 列 两 个 规则 : 
Xtb= re Xr, 
(x )0 = rw. 
这 些 都 很 简单 ， 没 啥 了 不 起 ， 但 是 最 好 还 是 把 它们 记 住 .那么 z 十 志 呢 ? 有 
人 可 能 会 想 写 下 这 个 答案 : ze， 这 可 就 错 只 1! 不 信 你 随便 举 个 例子 试 试 ， 璧 如 
2? 十 21 一 6，6 这 个 数 就 不 是 2 的 某 个 乘 方 . 
各 数 还 有 些 什 么 好 处 呢 ? 瞧 瞧 下 面 这 个 例子 : Vz 的 另 一 种 写法 是 三 ， 你 
知道 为 什么 吗 ? 动手 试验 一 下 就 会 明白 啦 : 
7 本 一 7 二 十 二 一 了] 一 z 一 VZVWE ， 
所 以 说 ,说 与 Vz 事实 上 是 同样 的 东西 . 
”以 上 这 些 法 则 对 所 有 的 指数 一 律 适用 ， 无 论 它 是 否 为 整数 . 

还 有 ， 任 何 数 的 0 次 方 都 等 于 1， 璧 如 (345 762)? 二 1， 惟 一 的 例外 是 : 0 
的 0 次 方 既 不 等 于 1， 也 不 等 于 0 一 一 根本 就 没有 0° 这 样 的 数 . 

回 到 23 的 例子 ， 我 们 称 其 中 的 2 为 “底数 ”(base) ， 我 们 可 以 用 10 作 底 
数 ， 诸 如 103 或 10z 等 等 ;底数 也 可 以 是 分 数 或 无 理 数 ， 包 括 “e” (差不多 等 
于 2.7182) 这 个 奇怪 的 无 理 数 .虽然 这 个 “e” 从 表面 上 看 起 来 没 哈 道理 ， 但 
是 后 面 你 会 发 现 它 非常 有 实用 价值 . 


好 问题 : 为 什么 要 用 e 来 代表 2. 718…? 
错误 的 答案 : 因为 字母 a、5、c、d 都 另 有 他 用 . 
正确 的 答案 : 因为 e 是 exponential (指数 ) 一 字 的 第 一 个 字母 . 


据说 有 位 英国 数学 家 能 把 e 的 数值 背 到 小 数 点 后 10 000 位 ， 他 的 练习 方法 
年 跟 他 的 太太 轮流 ， 每 人 每 次 依 序 说 出 100 位 数字 ， 一 来 一 往 好 像 在 作 数值 交 
谈 似 的 ， 他 们 为 什么 要 如 此 折腾 自己 ? 我 们 猜想 ， 可 能 是 英国 没有 什么 值得 观 
贯 的 电视 节目 吧 . 


小 组 作业 : 如 果 你 呆 着 没事 干 ， 电 视 又 看 腻 了 ， 那 就 去 找 两 位 臭 味 相投 的 
同窗 好 友 ， 像 那 位 英国 数学 家 一 样 ， 一 起 把 e 的 值 背 到 小 数 点 第 100 000 位 . 
如 来 你 时 间 没 那么 多 ， 那 就 背 到 小 数 点 第 50 000 位 .要 是 你 真 的 很 忙 ， 干 脆 用 
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3 代替 e 就 好 啦 ! 

图 24.1 是 ex 的 函数 图 像 ， 这 曲线 有 
什么 重要 的 特性 呢 ? 

1 点 
(0，1). 

2. 它 永 远 为 正 值 ; 也 就 是 说 ， 不 管 
ZX 等 于 多 人 少 ，er* 守 0. 

3. 它 一 直 在 递增 . 

4. 它 递 增 得 非常 非常 快 ， 这 正 是 我 
们 把 快速 成 长 称 为 “指数 成 长 ”的 
原因 . 


<4. 2 对 数 


取 对 数 刚好 是 取 乘 方 的 相反 ， 比 方 
说 23 二 8， 那 么 在 对 数 世 界 里 ， 就 要 说 
成 logz8 = 二 3, 其 中 的 2 仍然 叫做 
这 式 子 我 们 该 如 何 记 住 ， 才 不 至 于 
卉 错 呢 ? 只 要 把 底数 搬 到 等 号 的 另 一 边 
就 成 了 ， 就 像 这 样 : 
23 二 8 二 >3 二 logz8 
如 末 其 中 的 底数 是 e, 我 们 就 把 这 个 对 数 函 数 写 成 Inz， 并 称 之 为 “自然 
对 数 ” | 


遂 弟 我 们 在 微 积分 里 遇 到 的 是 Inzx， 向 非 以 其 他 数 为 底数 的 对 数 函 数 ， 不 过 无 
论 所 用 的 底数 是 什么 ， 基 本 规则 并 无 不 同 . 
大 下 事物 都 各 自 遵 守 一 些 法 则 ， 对 数 函 数 当然 也 不 例外 ,只 是 它 跟 其 他 数 


学 纲 数 不 同 ， 遵 循 的 法 则 目 成 一 格 ， 比方 说 : 
In(ab) 一 lna 十 ln2. 


lIn(a? ) = blna. 


In(=)=—Ina. 


别 看 这 几 个 规则 没 哈 了 不 起 ， 你 可 是 非得 牢记 并 且 最 好 爱 上 它们 ; 因为 马 
上 你 就 会 发 现 ， 它 们 能 够 省 下 许多 计算 上 的 麻烦 . 
指数 与 对 数 互 为 反 消 数 ， 所 以 它们 会 把 对 方 做 过 的 事 还 原 ， 有 点 像 狗 跟 捡 
狗 屎 铲 之 间 的 关系 : 多 了 一 趟 狗 之 后 ， 没 人 看 得 出 这 只 狗 究竟 去 过 哪儿 ， 瞧 瞧 
下 面 两 个 例子 : 
2log:z 一 工 ， 
logz (27)=x. 
. 如果 我 们 用 5 代替 2， 也 毫 无 问题 : 
piogiz 一 工 ， 
logs (b* ) 一 Z。 只 是 其 中 的 /之 0. 
如 来 我 们 用 的 底数 是 e， 你 应 该 仍然 记得 logez 的 写法 是 Inz ， 那 么 就 
得 到 : 


elnr=7z. 
以 及 


当 z=1 或 z==0， 我 们 可 以 看 到 两 
个 重要 的 事实 : : 


Ine=1, lnl==0. 


现在 让 我 们 看 看 y 三 lnz 的 函数 图 
像 (图 24.2)， 对 数 函 数 图 像 有 几 个 
特性 : 
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曲线 通过 (1, 0) 和 (e, 1) 两 点 . 


lim Inzx= co, 


nz 只 对 zx 之 0 有 定义 . 
lnz 永远 是 在 递增 . 
6. 由 于 lnz 是 er 的 反 函 数 ， 两 者 的 曲 
线 以 >= 工 这 条 和 斜 线 为 轴 ，, 互 为 镜 射 ( 见 
图 24. 3). 


ls 
2 
3 lim lnz 王 一 co. 
4. 
9。 


所 以 比较 简单 的 办 法 是 ， 你 只 需要 记 
住 其 中 一 个 函数 图 形 ， 画 出 直线 > 一 xz， 处 
后 对 这 条 直线 作 一 镜 射 不 过 ， 画 好 之 后 
你 得 分 辩 得 出 谁 是 谁 . 

企 这 门 课 里 ， 常 有 各 式 各 样 的 考题 ， 
会 利用 到 指数 跟 对 数 的 性 质 ， 即 使 这 些 问 
题 与 导数 或 积分 没 啥 关系 ， 但 是 大 家 并 不 
认为 有 任何 不 妥 .， 下 面 就 是 一 例 . 


例题 ” 试 证 明 


]n3 
1 一 logz3. 


好 吧 ， 我 们 先 假设 z= 由 ， 则 ; 


Zln2 一 ln3. 
根据 对 数 的 其 中 一 个 法 则 ， 上 式 可 改写 成 : 
ln (2z ) 王 ln3. 
地 号 两 边 同时 取 指数 ， 就 得 到 
eln(2 ) 一 eln3 . 
全 由 于 指数 是 对 数 In 的 反 函数 ， 所 以 上 式 就 变 成 ， 


Ct i 


27 二 3. 
接 下 来 ， 等 号 两 边 同 取 log2 ， 就 成 了 : 
Z 一 log2> 3. 


这 不 就 是 题目 里 要 我 们 证 明 的 吗 ? 
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| 9 已 秽 积 人 于 儿 


现在 让 我 们 瞧 瞧 函数 ez 与 Inz 的 微 积 分 . 


<0.1 微分 ez 与 ez 的 朋友 们 
请 记 住 : 
1.e 这 个 数 的 值 大约 等 于 2. 72. 
2. 我 们 用 e 作 为 指数 函数 er 与 对 数 函数 nz 的 底数 


函数 er 有 下 面 这 个 非常 了 不 起 的 性 质 ， 


也 就 是 说 ，er 的 导数 正 是 ez 自己 .这 有 点 像 是 说 某 某 人 把 自己 给 怀胎 生 
了 出 来 ， 这 显然 得 具有 异常 超人 的 本 领 才 行 ; 这 种 怪事 要 是 真 的 发 生 了 ， 准 会 
登 上 八卦 新 闻 的 头条 : 


180 ， 微 积分 二 售 龙 主力 
> 


最 新 劲爆 消息 ， 函 数 宣称 :“ 吾 即 吾 母 !” 


事实 上 , 一 切 函 数 之 中 也 惟有 ex 跟 它 的 倍数 ， 才 等 于 它们 目 己 的 导数 . 
就 因为 这 种 特殊 原因 ， 我 们 才 不 嫌 麻 烦 地 用 了 这 么 一 个 永远 写 不 完 的 无 理 数 
“2. 718281828459…” 来 做 为 底数 . z 


> 二 :dd sinx 
例题 试 求 了 (e ). 


请 注意 ，esmx 是 ex 与 sinz 的 复合 函数 ， 所 以 我 们 要 利用 链 式 法 则 ( 见 第 
14 章 )， 来 求 它 的 导数 : : : 


(einr)=einr (sinz)= 


esinz cosz, 


esnz 就 是 外 面 这 个 图 数 ee ， 对 里 面 的 溺 数 x= sinz 微分 得 到 的 导数 ， 而 
cosz 是 里 面 的 约 数 的 导数 ，. 


25.2 积分 e7 与 er 的 朋友 们 


我 们 保证 你 一 定 会 喜欢 这 一 节 .既然 全 (er) 一 e+， 我 们 马上 就 可 以 推 知 : 
| edr=ertC. 


换 名 话说， 如 果 er 是 它 自己 的 母亲 ， 它 当然 也 是 自己 的 子女 晓 . 
现在 ,再 得 用 代 换 法 ( 见 21. 3 节 )， 我 们 就 可 以 轻易 地 求 出 许多 长 相 不 一 
样 的 积分 问题 。 比 方 说 : | 


| edr= 守 +C 
(你 得 先 假设 w= 二 3z， 所 以 du 二 3dr， 以 此 类 推 ). 
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把 上 面 这 个 式 子 推广 ， 用 常数 取代 3， 就 得 到 了 ， 
| 上 *dz= 守 十 C， 其 中 的 常数 可 以 是 0 以 外 的 任何 数 


我 们 可 以 利用 代 换 法 或 眼球 技术 ( 见 24. 1 市 ) 看 出 : 
|e ridzr=S +C. 


25.3 微分 上 自然 对 数 


这 儿 咱们 就 不 用 拐弯 抹 角 了 .自然 对 数 Inz 对 z 微分 就 得 到 : 


d 1 

dr 
这 相当 出 人 意料 ! 一 个 长 相 这 么 难看 的 函数 Inz， 导 数 居然 会 是 这 么 漂亮 
的 函数 二 ! 简直 是 “ 灰 姑娘 ”故事 的 函数 版 ， 只 是 少 了 大 南瓜 、 玻 璃 鞋 ， 以 及 


王子 的 一 见 钟情 和 铀 而 不 舍 . 
现在 ,假如 我 们 想 要 微分 ln Vx， 我 们 可 以 走 两 条 路 : 


第 1 条 路 : 使 用 链 式 法 则 . 
FIn(Vz)= 
第 2 条 路 : 利用 以 下 事实 : 
In (Vz) =In (zt) =5Inz, 
于 是 


一 般 说 来 ， 用 链 式 法 则 我 们 可 以 得 到 : 


d ‘( ) 
Jzl Ing(x)] 一 gi 


这 个 公式 非常 实用 ， 璧 如 说 : 


d __3z2 
zt 7) = 


25.4 当 底 数 为 其 他 数 时 


对 数 跟 指 数 的 底数 几乎 可 以 为 任何 一 个 数 ， 由 于 我 们 有 10 根 手指 头 ， 所 
以 我 们 老 想到 10* ， 以 及 与 它 相 对 应 的 对 数 函数 log1ox， 因 而 在 过 去 ， 所 有 的 
中 学 学 生 都 学 会 使 用 以 10 为 底数 的 对 数 表 ， 如 果 人 类 只 长 了 两 根 手 指头 ， 我 
们 可 能 就 会 使 用 以 2 为 底数 的 指数 与 对 数 了 ， 讲 到 这 儿 ， 我 们 不 是 有 两 条 手臂 
吧 ? 这 都 无 所 谓 了 ， 你 看 ， 如 今 多 数 人 都 只 用 一 根 手指 头 在 融 计 算 机， 所 以 函 
数 logioz 也 正 逐 渐 消 失 ， 

现在 ， 我 们 来 看 看 姑 跟 logsz 的 导数 ， 我 们 一 步 步 慢 慢 来 ， 先 来 看 2r。 对 
微 积分 还 不 太 熟 悉 的 人 ， 很 可 能 会 脱口 而 出 地 说 : 


d TY— x97—1 
(27) Z2z 一 1. 


这 可 是 大 错 特 错 ! 你 必须 学 习 控 制 你 的 直觉 ， 千 万 记 住 , 备 法 则 〈 见 12. 2 节 ) 
不 能 用 于 底数 是 常数 、 指 数 为 变数 的 函数 ! 在 这 里 ， 正 确 的 答案 是 ， 


全 (2z) 一 2zln2. 


换 句 话说 ， 它 的 导数 等 于 它 自己 乘 上 一 个 ln2， 哎 呀 真 玄 ! 你 一 定 会 问 ， 干 旷 
得 乘 上 一 个 jn2 呢 ? 你 瞧 ， 根 据 对 数 的 法 则 ，2 = en2 ， 所 以 2z = (eln2 )z = 
er(m2) 一 eln(2 ) 接着 使 用 链 式 法 则 ， 就 得 到 ; 

(2z) =Eeln(2") 一 eln(2 ) 全 (in 27))= 


eln(2z) 全 (zln2) 一 en(2*)ln2 一 2zln2 
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基于 同样 的 道理 ， 我 们 可 以 把 它 推广 成 一 般 的 情形 : 


d 1 二 
jt ) aT™ lna. 


在 下 一 章 里 ， 我 们 还 会 介绍 另 一 种 办 法 ， 来 求 万 (a*). 


那么 微分 logsz 以 后 又 会 得 到 什么 呢 ? 我 们 是 想 求 出 腓 ,而 其 中 的 y= 
logsr， 但 是 ?一 jogsz 不 就 是 如 二 z+ 吗 ? 所 以 , 我们 把 如 二 x 对 工 微分 一 下 : 


dy _ 
如 ing =1, 
dy_ 1 1 
dr blnp xlnp 


于 是 ， 我 们 证 明 出 下 面 这 个 公式 : 


d 1 
dz( jogoz ) = xrlnb’ 


以 2 为 底数 的 对 数 冰 数 在 微分 以 后 ， 多 出 了 lmb 这 个 因子 ， 至 于 以 。 为 底数 的 
对 数 限 数 ， 倒 不 是 没有 这 个 因子 ， 而 是 由 于 jne 王 1， 这 人 么 看 来 ，e 还 真是 有 用 ， 
不 是 吗 ? 


25. 5 积分 与 自然 对 数 


见 到 这 一 节 的 标题 ， 你 准 以 为 我 们 会 开门 见 山地 告诉 你 | Inzdz 等 于 什么 


其 实 它 的 答案 并 非 此 处 的 重点 ， 当 然 如 果 你 一 定 想 要 知道 ， 我 们 不 妨 就 告诉 
你 ， 答 案 是 zljnz 一 zx 十 C， 看 起 来 蛮 奇 怪 的 ， 不 过 放心 ， 没 有 任何 老师 会 要 求 
你 把 它 背 下 来 . (不 过 ， 这 个 答案 可 以 用 分 部 积分 法 求 出 ， 这 个 积分 法 我 们 在 
第 28. 1 节 就 会 讨论 到 ， 到 了 那个 时 候 ， 这 可 是 绝 佳 的 例题 呢 . ) 

那么 这 节 的 重点 又 是 什么 呢 ? 简单 ， 我 们 只 是 要 把 下 面 这 个 式 子 逆转 


d _1 
Hnz)=1, 
以 便 得 到 整个 微 积分 里 面 ， 最 最 有 名 的 公式 之 一 : 
| 二 dz=m | 二 | 十 CC 


对 此 有 两 点 要 特别 注意 
第 一 ， 在 我 们 把 一 个 似乎 跟 。 毫 不 相干 的 函数 二 积分 之 后 ， 结 果 居 然 得 到 


了 以 e 为 底 及， 同时 也 凸显 了。 的 不 同 凡响 . 

第 二 ， 不 知道 你 是 否 第 一 眼 就 看 出 ， 答 案 里 面 的 x， 左 右 两 人 出 加 上 了 绝对 
值 符号 ， 这 是 因为 自然 对 数 函 数 仅 只 对 正 数 有 定义 ， 所 以 若 z 为 负 值 ， 而 又 没 
有 绝对 值 符号 ， 那 么 它 就 没有 意义 了 . 该 不 该 加 上 绝对 值 符号 呢 ? 那 得 看 你 
啦 ， 如 果 你 归 拿 90 分 ， 就 应 该 加 ， 否 则 就 别 去 管 他 . 


例题 试 求 | tanzdz 
我 们 知道 tanz 就 是 一 一 Sinz ， 所 以 ， 


Ta [au 


COST “ 
右 用 vx 来 代 换 ， 整 个 式 子 看 起 来 会 更 清楚 ， 让 我 们 假设 w= cosz， 于 是 dx= 
一 sinrdr， 上 式 就 变 成 : 


J 


COSX 


一 In | cosz | 十 C= In ee jn | secz | 十 C 
怎么 样 ， 还 满意 吗 ? 
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对 数 微分 法 非常 实用 、 非 常 受 人 欢迎 ， 它 到 底 是 怎么 回 事 呢 ? 说 起 来 很 简 
单 ， 就 是 在 把 函数 微分 的 整个 程序 里 ， 在 你 正式 取 导 数 之 前 ， 先 在 方程 式 的 两 
边 取 目 然 对 数 . 

为 什么 要 这 样 做 呢 ? 咱们 且 举 一 个 例子 ， 你 看 了 就 知道 啦 ! 

譬如 说 我 们 遇 到 下 面 这 样 的 函数 ， 要 求 它 的 导数 ， 

x)= Ce D(a —4)(z (6 

对 付 这 样 的 函数 ， 我 们 前 面 学 过 的 积 法 则 ， 可 以 用 来 解决 这 个 问题 ， 然 而 
可 能 得 花 掉 你 一 个 下 午 的 时 间 (好 啦 好 啦 ! 我 们 的 确 有 点 夸大 其 词 ， 不 过 最 少 
也 要 15 分 钟 )， 而且 非常 容易 出 差错 为 了 省 事 , 我 们 可 以 在 上 式 两 边 先 取 
对 数 : 

mnf(z) 王 In[(z2 一 3)(z3 一 4)(z7 一 5)(z2 一 6)]. 
然后 ， 利 用 对 数 的 性 质 ， 我 们 可 以 写成 : 
Inf(z)=In(z?—3)+In(z3—4)+In(z’?—5)+iIn(zx?—6). 

这 下 子 ， 讨厌 的 乘积 变 成 了 可 爱 的 和 一 一 这 正 是 对 数 的 功用 所 在 . 


接 下 来 ， 我 们 把 两 端 微分 ， 根据 链 式 法 则 ， 等 号 左边 的 导数 就 等 于 万 (2 


F(x) 2 37x2 77x6 2x 
二 Eh 


够 简单 了 吧 ? 只 是 慢 着 ， 所 型 并 不 是 我 们 所 要 的 答案 ， 我 们 要 的 是 
了 六 (z)， 这 倒是 不 难 ， 我 们 只 消 把 式 子 的 两 端 再 乘 以 F(z) ， 就 搞定 了 ， 


372 


7x6 2T \ 
ey + )= 


27 一 5 x2—6 


5 十 


f(z)=f(7) (3 


3 二 + 了) 
这 就 是 答案 了 1 而 且 这 可 要 比 用 积 法 则 去 解 ， 轻 松 、 简 单 、 省 事 多 了 .另外 还 
有 一 个 办 法 ， 是 把 函数 中 一 个 个 因子 乘 起 来 展开 ， 那 就 更 难 收拾 了 . 
说 到 这 里 ， 千 万 别 把 上 面 这 个 答案 乘 开 ， 否 则 你 好 不 容易 节省 下 来 的 解 题 
时 间 ， 就 又 要 泡汤 啦 ! 
好 啦 !1 我 们 把 对 数 微 分 法 的 步 邓 再 刘 习 一 记 假设 我 们 遇 到 一 个 函数 .Arz) 
是 很 麻烦 的 乘积 ， 而 我 们 想 知道 它 的 导数 ， 


(22—3) (4) (7 5) (#6) (A 


1. 在 等 号 两 端 取 In. 
2. 利用 对 数 的 法 则 ， 化 简 等 号 右边 的 式 子 . 


3. 在 两 边 取 导 数 . 让 等 号 左边 永远 是 邦人 


4. 两 边 同 乘 以 问题 一 开始 所 给 的 f(x) ， 就 得 到 我 们 所 要 的 六 (x) 了 . 
最 常见 的 错误 : 许多 人 会 忘记 最 后 同 乘 / (z) 的 这 一 步 


除 此 之 外 ， 这 个 对 数 微分 法 还 有 什么 其 他 的 用 途 吗 ? . 且 让 你 见识 一 下 微分 
27 的 男 一 个 简单 办 法 : 
假设 f(z) 二 2*， 我们 要 求 f(x): 
首先 ， 在 两 边 取 对 数 : 
lIn( f(x))= In(27). 
根据 对 数 的 法 则 ， 可 得 : 
In( f(x))= zin2. 
两边 微分 取 导 数 之 后 ( 记 住 ，In2 只 是 一 个 常数 ) ， 得 到 : 


f(z)_ 
Fz) 一 |n2. 
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所 以 
f(r)= f(zr)ln2=271n2. 
你 说 奇怪 不 奇怪 ?原先 的 函数 里 完全 没有 对 数 的 影子 ， 然 而 在 把 它 微分 之 
后 ,“in” 不 知 从 哪儿 冒 了 出 来 ! 这 也 就 是 为 什么 它 会 叫做 “自然 对 数 ” 的 原 
因 了 一 一 它 就 是 这 么 自然 的 出 现在 许 许 多 多 的 数学 式 子 里 . 


呈 指 数 成 长 的 问题 ， 通 常 都 不 是 什么 好 事 ， 若 不 是 跟 细菌 培养 的 生长 有 
关 ， 就 是 扯 上 核 爆炸 大 屠杀 .不 过 这 至 少 告诉 我 们 ,即使 是 人 生 最 黑暗 的 一 
面 ， 都 有 一 样 可 以 用 数学 来 解释 . 

基本 上 ， 在 任何 情况 下 ， 如 有 果 涉 及 到 的 图 数 的 变化 率 跟 函数 值 成 正比 ， 那 
么 这 个 情形 就 是 一 个 呈 指 数 成 长 或 衰退 的 例子 .这 个 定义 读 起 来 挺 捆 口 的 ， 不 
过 如 果 我 们 从 实际 的 例子 去 观察 ， 应 该 不 难 了 解 . 

比方 说 ， 族 群生 长 就 符合 上 述 模式 ; 现 有 的 兔子 数目 愈 多 ， 免 群 的 生长 率 
也 就 愈 高 ， 另外， 放射 性 衰变 的 过 程 也 很 类 似 ， 不 同 的 是 ， 放 射 性 物质 的 量 是 
随时 间 在 逐 减 ， 而 不 是 增加 ; 也 就 是 说 ， 你 有 的 放射 性 物质 愈 少 ， 它 每 分 钟 的 
衰变 就 鳄 慢 . 

假设 函数 六 代表 在 任何 一 个 已 知 的 时 刻 ， 我 们 手 上 的 兔子 的 总 数 或 钱 元 
素 的 量 ， 那 么 ， 该 限 数 的 变化 率 (通常 称 为 该 限 数 对 时 间 的 导数 ) 跟 函 数值 成 
正比 ， 用 数学 式 来 表示 ， 就 写成 : 


其 中 的 & 只 是 一 个 比例 常数 ， 随 着 问题 不 同 而 具有 不 同 的 值 . 在 增长 的 情况 
下 ， 璧 如 上 述 的 兔子 族群 问题 , 上 是正 值 ， 这 是 因为 我 们 讲 的 兔子 族群 函数 


N， 是 个 递增 函数 ， 因 而 个 必 为 正 . 
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和 因为 若 要 让 在 任 一 给 
定时 间 ， 放射 性 物质 的 量 N 为 递减 函数 ， 则 中 必须 为 负 值 . 


中 一 kN 这 个 方程 式 ， 就 是 所 谓 的 “微分 方程 式 "， 因 为 里 面 牵涉 到 微分 ， 
这 个 微分 方程 形式 只 是 你 现在 可 能 接触 的 最 简单 的 一 个 了 ，( 好 啦 ， 好 啦 ， 还 
有 一 两 个 比 它 更 简单 的 ， 比 方 说 全 一 0， 就 是 其 中 一 个 ) 


跟 绝 大 多 数 的 微分 方程 不 同 的 是 ， 这 个 微分 方程 是 可 解 的， 意思 是 说 ， 我 
们 确实 能 够 找 出 满足 此 方程 式 的 一 个 图 数 NN 的 一 般 型 . 

皇 么 找 呢 ? 首先 我 们 得 “分 离 变 数 "， 把 方程 式 中 带 N 的 项 ， 全 挪 到 等 号 
的 左边 ， 同 时 把 所 有 带 /的 项 ， 都 所 到 等 号 的 右边 ， 在 做 这 件 事 时 ， 我 们 甚至 


要 把 导数 亿 当做 一 个 普通 分 数 看 待 ， 把 分 子 、 分 母 拆 开 ; 
一 AN ， 


= kdi. 


二 之 Sr 之 


然后 两 边 积 分 : 


| R=], 
InN= kt 二 C. 
(有 疫 有 注意 到 ? 我 们 并 没有 对 N 加 上 绝对 值 符 号 ， 因 为 我 们 知道 它 是 正 的 . ) 
其 次 ， ee 就 会 得 到 : 
—etC=ekeC=Ae. 
由 于 et 只 是 一 个 常数 而 已 ， 不着 让 这 人生 和 站 我 们 可 以 用 一 个 简 
单 的 贡 数 A 取代 它 . 
于 是 ，N=A4e 失 ， 这 个 式 子 挺 有 意思 ， 你 瞧 ， 当 时 间 t=0, N(0)=Ae=A 
于 是 我 们 得 知 ，A 等 于 N (0)， 也 就 是 开始 时 N 的 量 ， 我 们 通常 把 这 个 量 写 
成 No. 


因此 ， 休 一 AN 这 个 微分 方程 的 解 的 一 般 式 就 是 : 


这 个 方程 式 我 们 称 为 “指数 增长 ”或 “指数 衰退 ”方程 式 ， 现在 让 我 们 把 它 应 
用 到 一 些 具 有 代表 性 的 范例 上 . 


例题 (卫生 问题 ) ”假设 你 的 淋浴 间 里 面 有 一 个 细菌 菌落 正在 生长 ，6 月 
1] 日 那天 ， 总 数 是 100 万 ， 到 了 7 月 1 日 那天 ， 总 数 变 成 了 750 万 .假定 你 的 
淋浴 间 里 空间 有 限 ， 充 其 量 只 能 装 得 下 10 亿 个 细菌 ， 试问 : 到 了 几 月 几 日 ? 
你 就 必须 开始 跑 到 健身 房 去 洗 深 ? 


好 啦 ! 我 们 知道 你 一 定 摆 出 一 副 不 以 为 然 的 样子 ， 心 想 : “拜托 ! 就 算 细 
菌 还 没 长 满 ， 甚 至 只 到 达 半 满 ， 我 也 不 会 在 里 面 洗澡 ， 而 且 绝对 会 拒绝 踏 进 去 
半 步 ， 因 为 我 看 不 见 它们 ， 所 以 我 根本 无 法 预知 什么 时 候 不 再 进去 洗澡 ， 因 此 
我 认为 你 这 个 问题 问 得 太 牵 强 ， 完 全 没 道理 ， 我 拒绝 解 题 !" 

然而 你 必须 坚持 下 去 ， 不 到 最 后 关头 ， 不 得 放弃 在 你 自己 的 淋浴 间 洗 澡 . 
你 以 为 这 儿 是 育 幼 院 吗 ? 这 是 数学 课 ， 不 容许 胆小鬼 浑 水 摸 鱼 . 


解 : 我 们 知道 ， 这 个 菌落 的 细菌 总 数 可 表示 为 图 数 N(i) = Now*， 依照 题 
意 , 我 们 把 6 月 1 日 那天 设 定 为 :=0, 那么 一 开始 的 细菌 总 数 即 为 No = 
1 000 000. 于 是 ,我 们 得 到 |; 

N(t)=1 000 000eu ， 
接 下 来 我 们 需要 知道 上 是 多 少 . 题目 告诉 我 们 , ?7 月 1 日 (或 1=30) 的 细 
落 总 数 ， 亦 即 N(30) 二 7 500 000， 把 这 个 资料 代 人 我 们 的 函数 ， 就 得 到 : 
7 500 000= N(30)=1 000 000ek(30) 
7.5=@&(30), 
In(7. 5)=30k, 
k= TS) 0. 0672. 


接着 ,我 们 把 的 值 代 和 人 原水 数 ， 就 可 以 得 到 : 
N (1) 1 000 000e0.06721， 
这 个 式 子 告诉 我 们 细菌 在 任何 时 刻 的 总 数 ， 那么 ， 这 个 总 数 何 时 会 等 于 
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1 000 000 000? 令 它 等 于 1 000 000 000， 然 后 求生 
1 000 000 000=z1 000 000e0. 06724, 
1 0002e0. 06727 
Inl 000=z0.06721， 


, Alnl 000 
“0.0672 


所 以 ， 到 了 9 月 11 日 ,你 的 淋浴 间 已 达 满 是 细菌 的 状态 ， 即 使 你 有 意 挤 
进去 ， 大 概 也 无 能 为 力 啦 ! 


2102. 8( 天 ). 


例题 (到 纽约 市 找 住处 的 问题 ) ”假设 美国 纽约 市 遭 到 了 恐怖 分 子 的 核弹 
攻击 ， 从 此 变 得 不 适合 居住 ， 但 是 许多 人 仍 认为 没 啥 不 同 ， 不 管 怎么 说 ， 我 们 
假设 在 核弹 引爆 之 后 ， 纽 约 市 受到 外 的 严重 污染 ， 剩 余 的 强度 是 安全 上 限 的 
100 倍 ， 如 有 果 钻 的 半 襄 期 为 5.37 年 ， 请 问 最 快 得 等 多 久 ， 人 们 才能 回 到 纽约 . 
市 去 住 ? 


解 : 这 定 个 划 变 问题 ; 理由 可 不 是 指 我 们 所 住 的 城中 区 正 逐 新 衰败 ， 而 是 
放射 性 物质 随 着 时 间 在 不 断 衰变 .。 

言 归 正 传 ， 遇 到 这 问题 该 怎么 解 呢 ? 首 先 ， 令 N(b) 为 城 里 在 :时 间 的 钻 含 
量 ， 和 而 上 代表 距离 核弹 爆炸 的 年 数 . 于 是 ，N(1)=Noew， 其 中 No 是 钴 的 初始 
量 , & 征 袁 变 前 数 (一 定 是 负 值 )， 在 大 多 数 的 衰变 问题 里 ，No 都 是 已 知 的 ， 
但 是 这 一 题 则 没 说 ， 不 过 倒是 告诉 我 们 钴 的 半衰期 由 此 我 们 可 以 算出 常 
数 &. 

由 于 钼 的 半衰期 为 5. 37 年 ， 意 思 是 指 如 果 钴 的 初始 量 是 Ne ， 过 完 5. 37 


年 的 那 一 刻 ， 钼 的 量 就 会 减 半 ， 成 为 池 ， 所 以 间 = N(5.37) = NI) 一 
No et(5.37)， 我 们 从 这 个 等 式 求 下 


1 
—— ek(5. 37) 
2 8 ’ 


In 3 =k(5. 37), 


所 以 ，N(D)= Noe- 0 129/ 就 是 钻 在 任何 时 刻 :的 剩余 量 
现在 我 们 要 知道 ， 到 什么 时 候 人 们 才 可 以 安全 地 搬 回 纽约 ”题目 告诉 我 
们 ， 一 开始 的 钻 量 是 安全 上 限 的 100 倍 ， 所 以 人 人 必须 耐心 等 到 钻 的 量 低 于 
1 的 之 后 ， 也 就 是 到 达 安 全 范围 之 内 的 时 候 ， 我 们 如 何 计算 出 这 个 时 刻 呢 ? 很 


简单 ， 只 需 令 钻 的 剩余 量 函 数值 为 这 个 安全 上 限 ， 然 后 求 出 4 
N(1) = Noe—°: 129: 一 让 


] 
一 0. 129! -一 ~ 一 
100， 
一 0. 1291 一 ln 1. 
和 100， 


>35.7( 年 ). 


nl 


| 
”一 0.129 100 
还 不 算 太 坏 ， 不 过 为 自身 安全 考虑 ， 我 们 应 该 至 少 等 36 年 才 行 . 


i 


大 块 乳酪 凶杀 案 “哎呀 ! 瞧 瞧 是 什么 风 ， 把 你 这 位 全 赁 运气 的 大 侦探 给 
吹 过 来 啦 ?” 当 私家 侦探 牛角 先生 踏 进 房间 时 ， 和 警官 说 道 . 

“看 来 你 说 话 还 是 这 副 腔 调 嘛 ， 说 正经 的 ， 这 回 是 谁 遭 到 谋杀 啦 ?” 他 一 边 
跟 警 官 调 付 ， 一 边 打 量 着 地 板 上 扭曲 变形 的 尸体 ， 和 警官 欠 了 管 肩 . 

“这 家 伙 叫 做 何 郎 ， 芬 特 利 ， 是 芬 特 利 羊 乳 酷 事 业 继承 人 ， 有 人 在 凌晨 
2:30 发 现 了 他 的 尸体 ， 我 看 肯定 有 人 对 芬 特 利家 族 怀 恨 到 了 极点 . ” 

“还 有 了 呢 ?” 

“他 的 身体 温度 在 凌晨 3:00 是 华氏 85 度 ，4:00 时 是 78 度 ， 别 问 我 是 怎么 
得 知 的 ， 这 你 不 会 想 知 道 ." 

“好 吧 ， 和 警官 大 人 ， 那 么 他 又 是 什么 时 候 断 气 的 呢 ?” 

“你 问 我 ? 那 我 去 问 谁 呀 ， 牛 角 先 生 ? 你 是 侦探 显 !” 

“既然 你 这 么 说 ， 我 就 给 你 免费 上 一 课 ， 也 许 以 后 你 就 不 是 只 会 测量 尸体 
温度 了 ， 听 好 啦 : 假如 尸体 温度 为 了， 而 且 放 在 室温 为 尺 的 房间 里 ， 那 么 它 的 
冷却 速度 ， 会 跟 两 者 之 差 ( 即 T 一 R) 成 正比 .” 

“所 以 ， 决 定 尸 体温 度 工 的 微分 方程 式 就 是 ， 
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dN_ ;7T— 
q(T—R), 


其 中 下 是 室温 ， 当 然 , 这 跟 决 定 指数 增长 或 衰退 的 标准 微分 方程 式 有 些 不 
一 样 .” 

“你 说 得 没 错 .” 

“不 过 求解 的 步骤 没有 什么 不 同 ， 我 们 一 样 得 把 变数 分 离 ， 把 式 中 所 有 的 
工 移 到 等 号 左边 ， 并 把 所 有 的 上 移 到 右边 : 


dt _ 
示 二 页 一 Ad， 


| z= fe 


jn (T—R) 一 好 十 C， 
T—R=@ tC=ek ec=ekA. 
我 们 用 A 取代 了 ec ， 因 为 这 些 比 较 漂亮 一 

“你 一 向 对 大 写字 母 情 有 独 钟 ,” 禾 官 插 跨 进 来 不 过 侦探 设 理 他 ， 继 续 
讲解 . 

“我 们 把 尺 移 到 式 子 的 右边 ， 就 得 到 : 

T(t) =Aw+R, 
其 中 尺 是 室温 ， 是 个 常数 ,现在 的 室温 是 华氏 70 度 ， 因 而 我 们 会 得 到 
T(z) 二 Aew 十 70. "侦探 晓 了 警官 一 眼 . 

“这 我 听 得 懂 . ” 

“我 相信 . 现在， 我们 要 利用 你 刚才 量 到 的 体温 ， 来 决定 式 子 中 的 另外 两 
个 弟 数 A 跟 &， 不 过 在 此 之 前 ,我 们 还 必须 选 个 时 刻 ， 把 它 定 为 :=0， 这 样 
取 ， 虽 们 就 把 你 第 一 次 替 死 者 量 体 温 的 时 刻 ， 也 就 是 早上 3:00， 定 为 :=0.” 

“于 是 我 们 知道 ， 8 一 了 (0) 一 Aes(0) 十 70， 所 以 ，85= 王 4 十 70， 因 此 A= 
15， 代 回 原 式 就 得 到 : 


然后 两 端 同时 积分 : 


T(t)=15e +70 / 
“另外 ， 我 们 还 知道 ?78 二 T(1)= 二 15&(1) 十 70， 所 以 15&=8， 故 


|ce 


e& 一 


4 一 mm 人 0. 6286， 


最 后 这 一 步 是 我 用 随身 携 市 着 的 目 然 对 数 表 查 出 来 的 ,A 跟 都 求 出 以 后 ,我 
们 的 尸体 温度 毅 数 就 是 : 


T(t)=15e-0. 6286 十 70. 
“我 们 假设 死者 并 不 是 刚 泡 完 芬兰 浴 ， 所 以 他 在 断气 的 那 一 刻 体温 是 一 般 
人 的 华氏 98. 6 度 ， 我 们 令 函 数 等 于 这 个 温度 ， 然 后 求 上 ， 解 出 的 上 就 是 他 被 谋 
杀 的 那 一 刻 了 . : 
98. 6 二 15e-0.62861 十 70， 
28. 6 一 15e 一 0. 6286: ， 


28. 6 _ —0. 6286 
15 ’ 


28.6 
15 


In 一 一 0.62851， 


”所 以 ， 


In 5 
:一 一 0 6286S 一 1.02 (人 小 时 ). 

“一 1. 02 小 时 ， 那 是 什么 意思 啊 ?” 警 官 问 道 . 

“ 那 表示 死者 在 凌晨 2:00 左右 死 掉 的 . ” 

“真有 你 的 ， 大 侦探 ! 那 他 是 怎么 死 掉 的 ?” 

牛角 侦探 弯 下 身 ， 把 手指 伸 人 死者 口中 ， 猛 拉 出 一 大 块 乳 酷 , “如 果 我 没 
猜 错 ,” 他 说 :“ 他 是 因为 这 块 乳 栈 窒 息 死 的 . ” 
“ “你 是 说 ， 他 只 是 在 吃 乳酪 时 嘻 住 了 ?” 

“不 不 不 ， 警 官 ， 我 不 是 这 个 意思 ， 任 何 一 个 头脑 清醒 的 人 ， 更 别 说 他 这 
么 一 位 乳 酷 专家 ， 都 不 会 把 这 么 大 块 的 乳 酷 塞 进 自己 嘴 里 , ” 
“ “所 以 是 另 有 其 人 哪 ?“ 但 是 这 块 未 免 太 大 了 吧 ， 它 是 怎么 塞 进 去 的 ?” 

“ 哎 哆 ! 你 怎么 会 看 不 出 来 呢 ? 有 一 个 办 法 一 定 可 以 .” z 

“是 什么 办 法 ?” : 
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“把 它 简单 搓 一 下 不 就 得 了 !7Q 


以 上 我 们 举 了 三 个 例子 ， 分 别 是 暴力 谋杀 ， 细 菌 ， 跟 核武 器 大 灾难 ， 现 在 
让 我 们 瞧 皮 ， 能 盏 撒 开 这 希 恶 的 一 面 ， 男 外 举 出 一 则 甜 甜 蜜 蜜 的 增长 或 衰退 问 
题 作 为 本 章 的 结局 . 


例题 (园艺 店 问题 ) 有 位 名 叫 雅 德 黄 的 可 爱 老 太 太 ， 她 把 一 生 积 蓄 全 部 
拿 了 出 来 ， 投 资 开设 了 一 家 专门 种 植 锥 浆 的 园艺 店 。 天 公 不 作 美 ， 让 她 碰 上 蛙 
灾 ， 色 镁 生长 得 非常 糟 耘 ， 导 致 小 店 快 经 营 不 下 去 了 ， 要 是 没有 现金 可 周转 ， 
小 店 马上 就 得 倒闭 了 .和 雅 德 勒 到 处 打听 的 结果 ， 只 有 两 个 地 方 可 以 借 到 钱 ， 地 
下 钱庄 答应 借 给 她 5000 美元 ， 一 年 到 期 ， 利 率 23 中， 以 连续 复 利 的 方式 计 
息 ; 另 一 方面 ， 她 的 亲生 儿子 同样 也 答应 借 给 她 5000 美元 ， 一 年 到 期 ， 但 利 
率 为 24 和， 每 三 个 月 以 复 利 计 息 一 次 .假设 老 太 太 到 时 不 能 连 本 带 利 还 清 ， 
借 给 她 钱 的 人 就 要 把 她 的 两 条 腿 打 断 〈 别 怀疑 ， 亲 生 儿 子 也 干 得 出 这 种 事 )， 
试问 她 应 该 向 谁 借 这 笔 钱 呢 ? 


真是 很 抱歉 ， 提 到 打 断 腿 的 残酷 条 件 ， 不 过 我 们 只 是 想 实 话 直 说 ， 让 你 知 
道 这 类 问题 谈 的 就 是 生命 无 常 ， 所 谓 “ 祸 不 单行 "， 不 管 怎么 说 ， 如 果 我 们 能 
够 帮 她 选 出 条 件 较 好 的 合约 ， 也 许 到 时 她 能 还 请 欠 款 ， 躲 过 一 劫 . 


解 : 首先 让 我 们 瞧 瞧 ， 她 的 儿子 一 共 要 她 偿付 多 少 钱 ， 他 要 的 利息 是 年 息 
24%， 也 就 是 每 季 要 6% ， 因 此 当 第 一 季 结 束 时 ， 她 欠 她 儿子 美金 5000(1 十 
0. 06) 元 由 于 是 以 复 利 计 息 ， 所 以 到 第 二 季 结束 时 ， 她 欠 她 儿子 5000(1 十 
0. 06)2 元 ; 第 三 季 结 束 时 ， 欠 5000(1 十 0. 06)3 元 ; 而 到 最 后 一 季 结 束 时 ， 也 
就 是 一 年 借 期 到 期 时 ， 她 将 欠 : 

5000(1 十 0. 06)4 二 6312, 39， 
无 条 件 进位 到 9 分 钱 ( 算 钱 时 ， 她 的 儿子 一 向 是 无 条 件 进 位 )， 既 然 谈 到 复 利 ， 
不 妨 顺便 提 一 下 : 如 果 你 投资 已 元 ,为 期 :年 ， 年 利率 为 > (以 小 数 表示 )， 每 


@ ”作者 在 这 里 玩 了 一 个 文字 游戏 ， 这 句 话 的 原文 是 a simple twist of feta， 英 文 里 有 个 惯用 滞 
是 a twist of fate， 意 为 ， “ 意 想不到 的 命运 .” 


年 计 息 ”次 ， 那 么 等 到 :年 期 满 ， 你 连 本 带 利 可 拿 到 的 钱 就 为 P(1 十 二)*， 我 


们 刚才 就 用 到 了 同样 的 推论 . z 

好 啦 ! 现在 我 们 再 看 看 地 下 钱庄 一 共 要 老 太 太 还 多 少 本 利和 .很 简单 ， 因 

为 说 好 是 以 连续 复 利 计 息 ， 所 以 老 太 太 总 共 要 偿还 : 
5000e0.2341) a2:6293. 00. 

所 以 ， 向 地 下 钱庄 借 钱 比较 划算 一 一 懂 一 点 微 积 分 ， 确 实 有 好 处 . (附带 
告诉 你 后 续 振 备 人 心 的 结局 : 老 太 太 在 借 得 款项 以 后 不 久 ， 在 网 上 做 了 一 个 让 
人 印象 供 刻 的 网 页 ， 结 果 ， 她 的 花 店 异军突起 ， 最 后 竟 发 展 成 全 国 首屈一指 的 
家 庭 式 花 弄 公司， 间 时 她 也 高 薪 雇 用 了 她 的 宝贝 儿子 ， 叫 他 到 公司 上 班 ， 为 的 
是 可 以 每 天 羞辱 他 一 番 出 气 . ) 


应 该 记 住 的 通 式 ”如 果 我 们 投资 P 元 小 生 利息 ， 年 利率 为 r， 为 期 :年 ， 
且 以 连续 复 利 计 息 ， 那 么 到 期 时 的 本 利和 就 等 于 ; 
Per. 
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这 一 章 要 来 谈 谈 ， 我 们 先前 一 直 不 愿 承认 的 积分 难言之隐 ， 其 实 绝 大 部 分 
的 积分 ， 都 像 是 既 野蛮 又 及 脏 的 野兽 ， 潜 伏 在 微 积分 最 黑暗 的 深 处 ， 完 全 不 接 
受 和 们 的 安抚 、 驯 化 .它们 又 像 一 群 游民 ， 躲 着 亮光 ， 从 不 换洗 内 衣 裤 它们 
经 常 让 人 头痛 . 

有 了 这 个 比喻 ， 你 就 能 想象 ， 让 人 手 到 擒 来 、 顺 利 积分 的 积分 问题 ， 实 属 
寞 数 ， 其 他 的 绝 大 多 数 都 是 要 人 使 出 浑身 解数 ， 连 抓 带 咬 ， 仍然 负 隅 顽抗 ， 坚 
决 不 肯 束 手 就 擒 。 所 以 若 要 降服 它们 ， 除 掉 其 野性 ， 我 们 还 需要 好 几 把 刷子 . 
这 就 是 本 章 的 内 容 和 目的 ， 教 大 家 一 些 特 殊 的 积分 技巧 ， 大 幅 增 加 我 们 能 驯服 
的 积分 问题 . 

在 开始 之 前 ， 有 件 事 你 得 先 记 住 ， 那 就 是 当 我 们 讨论 到 某 一 个 积分 技巧 ， 
所 举 的 例题 都 是 必须 利用 该 技巧 来 解 的 积分 问题 ， 但 是 当 你 在 考试 的 时 候 ， 情 
况 就 不 一 样 啦 ! 题目 旁边 可 没有 任何 章节 标题 或 提示 ， 告 诉 你 该 用 哪 一 个 技 
巧 ， 所 以 ， 你 得 熟知 积分 问题 跟 各 个 技巧 之 间 的 关系 ， 这 样 才能 马上 做 出 正确 
的 判断 ， 学 着 福尔摩斯 的 语气 说 : “ 华 生 啊 ! 这 个 问题 显然 是 用 部 分 分 式 法 
呆 !” 总之， 能够 判断 出 什么 题目 应 该 用 什么 方法 ， 至 少 跟 知道 怎么 用 这 些 方 
法 同样 重要 . 


学 习 积分 技巧 的 重要 性 ” 考 完 试 后 第 三 天 ， 有 位 学 生 接 到 通知 说 教授 要 音 


198 微 积 分 二 令 龙 主力 
~ 


独 见 他 ,该 生 赶 忙 来 到 教授 面前 ， 教 授 对 他 说 : “我 有 坏 消 息 和 好 消 奶 妻 告诉 
你 ， 坏 消息 是 ， 你 根本 不 了 解 积分 的 技巧 ; 该 用 代 换 积分 法 的 ， 你 用 了 分 部 积 
分 法 ， 该 用 部 分 分 式 时 ， 你 偏偏 用 代 换 法 .总 之 呢 ， 你 考 得 一 塌 糊 涂 ， 你 这 次 
的 成 绩 差 到 无 可 救 药 的 地 步 ， 我 没 办 法 让 你 及 格 . 另外 我 也 查 过 你 以 前 的 成 
绩 ， 我 不 得 不 告诉 你 ， 你 很 快 就 会 被 退学 啦 !1” 

这 个 学 生 听 了 之 后 有 如 五 雷 芭 项， 好 不 容易 才 勉 强 进出 两 名 话 来 : “真是 
难以 重信 ， 怎 么 会 这 么 糟 ?” 突 然 他 又 想到 教授 刚才 的 开场 日 ， 于 是 问 道 :“ 那 
么 好 消息 是 什么 ?” 

教授 神秘 分 分 地 和 斜 靠 过 来 说 :“ 这 个 星期 五 ， 纽约 尼 避 其 队 去 眼波 十 巾 守 
未 提 克 队 交 锋 ， 我 好 不 容易 才 拿 到 一 张 场 边 的 票 … 


28.1 分 部 积分 法 


假如 x (zx) 跟 v (z) 是 天 的 函数 ， 在 求 两 函数 乘积 的 导数 时 ， 我 们 学 过 
的 积 法 则 ( 见 12. 3 节 ) 非常 好 用 . 

积 法 则 (zx(zjv(z)) =u (zjo(z) 十 xz(z)w(z). 

当 我 们 把 这 个 法 则 反 过 来 ， 会 变 成 什么 样 的 积分 法 呢 ? 答案 是 我 们 所 称 的 
分 部 积分 法 (integration by parts ) : 


| wav (x) dr=u(x) vr)— | W(x) v(x) dz. 


或 写 得 更 简单 些 ; 
| wo dr=uw— | u vdx. 


那么 ， 将 下 列 两 式 代 人 上 式 : 


du— Pdr=u dz, 


dz 一 gudz= v dz, 


我 们 就 得 到 分 部 积分 法 最 常见 的 形式 了 : 
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| uav= UV 一 | vdu. 


这 个 积分 法 非常 管用 ， 但 是 有 个 应 用 上 的 窍门 ， 那 就 是 判断 该 让 那 一 部 分 
当做 w， 哪 一 部 分 当做 dv， 这 颇 像 我 们 在 梳头 发 时 ， 是 该 中 分 、 左 分 还 是 右 
分 ? 许多 美发 师 发 现 ， 如 果 他 们 无 法 决定 该 分 哪 一 边 ， 头 发 就 会 纠结 在 一 起 ， 
他 们 的 雄心 抱负 也 会 因此 而 耗 尽 ， 不 过 话说 回来 ， 当 你 应 用 分 部 积分 法 时 ， 落 
是 作 了 差劲 的 选 边 ， 也 有 可 能 让 你 英雄 气短 ， 萌 生 干 脆 退 学 改行 去 干 美 发 师 的 
念头 ! 所 以 请 好 好 注意 下 面 这 些 例题 . 


例题 试 解 | zinzdz. 


让 昨 们 试 试 = Inz 以 及 do= zdz， 如 果 是 这 样 ， 分 部 积分 法 的 结果 会 是 
哈 ? 我 们 把 计算 结果 列 出 来 ; 


& 一 ]nz， dv 一 Zdz， 


2 
du 一 二 dz 0 一世-. 
Tz . 2 


我 们 把 dv 积分 ， 得 到 v; 在 这 个 例子 里 ，| zdz 一 至， 所 以 v= 蔡 .这儿 本 
来 应 该 有 个 十 C， 不 是 吗 ? 不 过 我 们 可 以 假设 它 等 于 0， 因为 在 分 部 积分 法 公 
式 的 等 号 右边 ， 还 有 一 项 未 解 的 | dw， 其 中 也 暗藏 着 十 C、 于 是 : 


| zlnzdz 一 | zdz 一 xm 一 | zz 一 


2 \x 


Fe 


XZx2 
5 Inx 1 十 CC. 


这 就 是 我 们 的 答案 了 ， 至 于 验证 它 是 否 正确 ,非常 简单 ， 只 需 取 它 的 导 
数 ， 看 看 能 否 还 原 成 zinz， 你 这 就 去 微分 一 下 ,我 们 在 这 儿 等 你 . 


例题 | lnzdz 又 等 于 多 少 ? 


这 个 函数 看 起 来 不 难 积分 ， 但 是 我 们 要 从 哪儿 找 出 x 跟 j 昵 ? 它们 似乎 
咸 了 起 来 ， 就 像 在 水 槽 底下 活动 的 暗 螂 ， 这样 吧 ， 我 们 假设 x= Inz， 而 do= 
dz， 为 什么 呢 ? 因为 我 们 知道 如 何 微分 Inz， 所 以 把 它 当 作 x 应当 不 错 ， 只 是 
如 此 一 来 只 剩 下 dr 了 ， 没 办 法 ， 也 只 能 把 它 当 作 dv 了. 

好 啦 ， 分 部 积分 法 会 给 出 什么 样 的 结果 呢 ? 首先 作 个 表 : 

& 一 lnzx, dz 一 Zdz， 
du 一 二 dz， v= X, 
然后 使 用 分 部 积分 法 的 公式 ， 我 们 就 得 到 : 
| nzdz=w- | vdu= 
Zinz 一 | 1dz 王 zlnz 一 zz 十 CC 


真 过 瘾 ! 可 惜 分 部 积分 法 不 能 应 用 到 所 有 的 函数 上 ， 但 是 一 旦 遇 到 行 得 通 
的 题目 时 ， 准 叫 你 觉得 浑身 舒畅 ， 兴 奋 莫 名 . 


如 何 决定 哪个 应 该 是 x、 哪 个 应 该 是 dv 呢 ? 


1. dv 必须 选 你 能 够 积分 的 项 ， 光 是 这 个 限制 ， 就 大幅 箔 小 了 选择 范围 当 
然 ， 选 完 四 之 后 ， 剩 下 的 就 是 上 了. 


2. 选择 好 之 后 ， 式 子 的 右手 边 会 出 现 另 一 个 积分 | vdu， 这 个 新 的 积分 理 
应 比 原先 的 积分 容易 解 ， 如 果 这 个 积分 更 难 解 ， 不 妨 试 试 不 同 的 x 眼 du 


28.2 三角 代 换 法 


在 中 学 时 ， 你 也 许 学 过 正弦 、 余 弦 及 其 他 三 类 所 请 的 几 个人 和 
(identity)， 现 在 所 谓 的 身份 认同 危机 (identity crisis) ， 就 是 源 自 于 此 ， 意 四 
在 考试 时 ， 忘 记 了 某 个 重要 的 三 角 恒 等 式 
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在 所 有 的 三 角 恒 等 式 中 ， 最 不 容易 忘怀 的 大 概 就 是 著名 的 : 
sin20+ cos2:9= 1. 
这 恐怕 是 一 般 人 惟一 记得 的 一 个 ， 事 实 上 ， 其 他 的 恒等式 大 多 能 由 这 个 等 式 演 
绎 出 来 . 


戏法 〈 记 住 三 角 恒等式 的 简易 方法 ) ”我 们 从 下 列 等 式 开 始 : 
sin2 8 二 cos: 0 二 1. 
壁 如 说 ， 如 果 我 们 把 其 中 的 每 一 项 都 除 以 sin20: 


sin20 | cos:0_ 1 
sin20 Sin20 sin:0° 


然后 化 简 ， 就 得 到 |: 
1 十 cot* 0 csc20. 
若是 将 原 式 中 的 每 一 项 改 除 以 cos20， 则 得 : 
tan20 十 1 一 sec20 
这 些 恒 等 却 究 竟 有 什么 用 途 呢 ? 答案 是 : 我 们 有 时 可 用 它们 来 解决 一 些 带 
平方 根 以 及 zx? 的 了 消 数 积分 难题 。 下 面 所 举 的 第 一 个 例题 十 分 浅显 易 懂 ， 如 果 
你 能 够 理解 其 中 的 观念 ， 以 后 在 面 对 更 困难 的 同性 质问 题 时 ， 就 不 至 于 茫然 而 
不 知 所 措 . 


例题 试 计算 . 


| 二 a 


看 起 来 相当 糠 手 旷 ! 若 硬是 用 直接 代 换 法 及 分 部 积分 法 ， 包 管 你 前 不断 、 
理 还 乱 ， 吃 不 消 儿 着 走 ， 问 题 出 在 那个 叫 人 伤 脑筋 的 /IT 二 过， 要 是 能 让 它 消 
失 不 见 ， 就 阿弥陀 佛 啦 。， 怎 么 着 手 呢 ?不 难 ， 让 我 们 假设 + 二 sing， 于 是 
Viz =V/I— sni0=V/cos0=cosb, 
这 样 一 来 ， 至 少 讨厌 的 分 母 变 得 清洁 溜 渔 了 ， 但 是 就 像 代 换 法 一 样 ， 我 们 不 能 
把 后 面 的 dz 放 着 不 管 ， 还 得 把 它 换 成 新 的 变数 才 是 ; 
茸 一 cosg， 


dz 一 cosgd0. 


于 是 这 个 积分 问题 就 变 成 了 : 


1 
| 十 十 - | 去 cosdb- | 1d0. 
真 奇 妙 ， 现 在 我 们 要 积分 的 函数 居然 是 常数 1: 
| ap=6+C 


你 瞧 简 单 不 简单 ? 但 是 别 得 意 忘 形 ， 这 可 不 是 答案 一 一 我 们 必须 把 还 原 成 
z 才 行 . 由 于 
z= sing, 
因而 
0= arcsinx. 
(还 记得 arcsin 吧 ? 这 是 正弦 的 反 藤 数 . 在 本 书 一 开始 的 高 中 数学 复习 章节 里 ， 
我 们 曾经 提 到 它 ， 那 时 候 你 大 概 以 为 只 是 些 不 值钱 的 装饰 品 ， 现 在 你 瞧 ， 还 真 
派 上 用 场 了 呢 !) : 
所 以 ， 让 我 们 总 结 一 下 : 


1 
dz 一 | dj=b+C= 
7 | 


arcsinz 十 人. 


现在 我 们 举 一 个 比较 难 缠 的 例题 ， 里 面 夹杂 着 捣蛋 的 常数 . 


”例题 试 计算 ， 
] 
| 二 dx. 

这 题 看 起 来 似乎 比 上 一 题 还 简单 ， 真 的 吗 ? 其 实 它 是 扮 猪 吃 老虎 ， 你 以 为 
你 一 定 能 用 普通 的 代 换 法 ， 轻 而 易 举 地 解决 此 题 ， 那 是 你 没 实地 做 过 ， 不 知道 
厉害 ,不 相信 你 就 试 试 ， 我 们 不 陪 你 试 了 ， 而 是 要 把 分 母 的 4 十 z2 ， 变 成 其 中 
一 个 三 角 恒 等 式 ， 该 换 成 哪 一 个 呢 ? 如 果 我 们 用 ting 去 取代 xz， 分 母 就 变 成 
4 十 tan20， 没 办 法 换 成 哪个 恒等式 ， 若 是 改 让 z=2tang， 情 形 就 不 一 要 啦 ， 


4 十 x 二 4 十 tan?* 0 一 4(1 十 tan? 90). 
太 棱 了 ! 1 十 tan20 正 好 等 于 sec20， 因 而 


4 十 Xx? 二 4sec26. 
其 次 ， 我 们 要 改变 剩 下 的 dz， 由 于 z=tang， 故 
季 ==2sec20， 
dz 一 2sec20d0. 
整个 题目 就 变 成 了 : 
[Eee 
|3 la- 30+C. 
现在 我 们 得 把 9 换 回 成 +x， 记得 当初 的 假设 是 
z=2tang, 
所 以 
arctan =0 
于 是 就 得 到 了 : 


l 1l x 
| 1 dr Farctan z+C. 
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这 类 积分 问题 为 数 不 多 ,很 不 容易 无 中 生 有 地 造 出 来 ， 因 此 在 老师 讲解 这 
一 类 例题 时 ， 你 最 好 特别 用 心 听 课 ， 他 交代 的 习题 也 要 做 得 深 瓜 烂熟 ， 想 想 
看 ， 你 的 任课 老师 在 考试 当天 清晨 4:00， 不 得 不 从 床上 扑 起 来 出 考题 时 ， 你 
几乎 可 以 确定 , 他 (她 ) 八成 会 出 谋 党 里 的 例题 ， 最 多 只 是 改 改 常 数 而 已 . 


28.3 部 分 分 式 积分 法 


你 遇 到 某 位 异性 ， 双 方 一 见 钟情 、 情 投 意 合 ， 觉 得 对 方 就 是 你 携手 共度 未 
来 的 良 伴 ， 于 是 不 消 多 久 ， 两 人 就 决定 同居 了 . 开始 的 几 个 星期 ， 你 们 如 胶 似 


疹 ， 相 看 两 不 厌 ， 还 有 说 不 完 的 甜言蜜语 . 


不 过 好 景 不 长 ， 蜜 月 期 刚 完 ， 你 们 的 感情 就 开始 变味 了 .起 初 只 


毛 蒜 皮 的 小 事 ， 璧 如 你 发 现 即使 打开 着 ， 对 方 还 是 要 用 手电 简 阅 读书 报 ; 对 方 
不 准 你 吃 芹 菜 ， 硬 说 嚼 芹菜 的 声音 是 它 痛苦 的 喇 吟 . 终于 有 一 天 ， 你 赫然 撞见 
你 的 阿 娜 答 正在 用 你 的 牙刷 清理 马桶 ! 该 是 分 手 的 时 候 了 . 

其 实 这 就 是 部 分 分 式 积分 法 的 核心 概念 ， 有 的 时 候 ， 处 于 同一 个 分 母 里 的 
一 对 函数 无 法 一 同 被 积分 ， 你 试 过 了 各 种 方法 ， 结 果 都 无 济 于 事 ， 它 们 合 不 来 
就 是 合 不 来 ， 无 意 妥协 ， 那 就 只 有 散 伙 嘱 ， 妙 的 是 ， 这 对 水 火 不 容 的 冤家 函数 
一 分 开 ， 成 为 两 个 互 不 相干 的 分 式 , 一 切 困难 烟消云散 ， 这 题 积分 便 易 如 


反 掌 . 


请 看 下 例 : 
3z— 1 
X2 十 文 一 5 dz， 
这 要 直接 积分 ， 可 不 是 一 件 简单 的 事 ， 但 是 如 果 我 们 独 具 慧 眼 ， 能 够 看 出 
2 7 


3z 一 1 3 


3 
XT? 十 Xx 一 2 zi zt 
事情 就 迎刃而解 哄 !1 (你 若 存 疑 ， 不 妨 把 等 号 右边 的 两 个 分 式 通 分 相 加 ， 看 看 
是 否 琳 然 等 于 左边 . ) 接 下 来 ， 我 们 就 要 来 积分 : 


| 2 7 


到 下 2 7 , 

3 3 |dz= 三 In | zx 一] | 十 一 ln | x 十 2 | 十 CG. 
| 3 3 

简单 吧 ? 但 问题 是 ,我们 如 何 能 知道 

3TX—1 


TX: 十 x 一 2 


可 以 写成 


除了 独 具 慧 眼 外 ， 还 得 有 点 代数 头脑 才 行 ! 这 个 跟 代数 有 关 的 小 技巧 ， 就 是 部 
分 分 式 法 的 重点 所 在 ， 做 法 是 这 样 的 ， 首先 把 分 母 因 式 分 解 : 

22 十 z 一 2 一 (z 一 1)(z 十 2)， 
然后 我 们 就 可 以 写 下 : 
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当然 其 中 的 A 与 召 还 没 求 出 来 ， 接 下 来 ， 等 号 两 边 同 乘 (x 一 1) (x 十 2)， 就 
可 得 到 : 
37z 一 1 一 A(z 十 2) 十 B(xz 一 1) 一 
A4z 十 24 十 Bz 一 B=(4A 十 了 B)z 一 (B 一 2A)， 
因为 zx 可 以 是 任何 数 ， 所以. 
ATB=3, B—2A=1, 
而 且 两 者 必须 同时 成 立 . 


从 第 一 式 ， 我 们 得 到 A= 3 一 B， 代 入 第 二 式 之 后 ， 可 解 得 B= 


|” 


， 由 此 再 


解 出 4= 他， 有 了 A、B 值 后 ,我 们 就 可 以 写 下 ; 


最 后 ， 再 利用 代 换 法 及 | -了 -一 In | x | 十 C 这 条 公式 ， 就 可 以 轻易 得 到 答 
案 了 . 


要 拿 90 分 的 学 生 请 注意 : 如 果 被 积 函数 的 分 子 与 分 母 均 为 多 项 式 ， 而 且 
分 子 的 次 数 比分 母 还 高 ， 如 王 -与 王 二 下 2 ， 那 么 在 你 应 用 部 分 分 式 法 之 前 ， 
记得 先 用 长 除法 ， 让 分 子 除 以 分 母 ， 璧 如 此 处 所 举 的 例子 ， 除 完 之 后 会 得 到 
z 二 2 十 二 一 下， 于 是 前 面 的 z 十 2 可 以 直接 积分 ， 而 剩 下 的 余 式 就 用 部 分 
分 式 来 积分 ， 简 单 吧 ! 


在 未 章 里 ， 我 们 将 列 出 微 积分 老师 在 此 批阅 考卷 时 ， 所 发 现 的 几 个 最 常见 

的 错误 。 如 果 你 能 避免 重 蹈 覆 改 ， 那 么 至 少 你 所 犯 的 错误 会 是 一 些 不 常见 的 ! 

在 这 些 错 误 中 ， 大 部 分 的 问题 跟 微 积分 无 关 ， 而 是 跟 代 数 有 关 ， 只 要 你 小 心计 
算 、 仔 细 验 算 ， 就 能 避免 这 类 错误 ， 其 他 的 常见 错误 ， 则 牵涉 到 微 积分 方面 的 
各 种 误解 . 


1. (zx 十 y)?= 二 xz 十 错 ! 
不 能 这 样 乱 平方 . 正确 的 展开 式 是 : 
(zx 十 y)2 王 z2 十 2zy 十 冯 . 


Pe pe 形 ! 
分 数 相 加 的 正确 规则 是 :， 十 十 二 一 瑟 - 
二 二 错 ! 


这 个 错误 经 常 发 生 ， 多 半 是 由 于 不 小 心 看 错 了 分 母 ， 要 避免 这 种 错误 ， 在 
写 演算 过 程 时 尽 可 能 不 要 太 党 草 ， 或 是 多 用 括号 . z 
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4. VZz 十 y 一 VZz 十 Vy。 铺 ! 
记 住 ,Vz 十 y 不 能 再 进一步 化 简 ， 它 长 得 就 是 这 个 样子 . 


5. Ty， 所 以 kr<ky， 其 中 此 为 第 数 。 错 ! 

若 上 为 正 值 ， 这 个 叙述 成 立 ， 但 是 如 果 & 是 负 值 ， 中 间 那 个 不 等 号 就 必须 
显 倒 过 来 ， 变 成 “二 ”; 比如 &= 一 1 时 , 若 z<y， 则 一 z>> 一 y 而 当 &= 0， 
就 什么 搞 头 也 没有 了 . 


6. 在 处 理 分 式 的 极限 问题 时 ， 忘 了 化 简 ， 错 ! 
譬如 说 写成 lim 到 -一 9， 然后 下 判断 说 该 极限 不 存在 ， 更 糟糕 的 是 把 
上 下 两 个 0 相 消 ， 然 后 说 它 等 于 1 
求 极限 时 ， 任 何 时 候 如 果 出 现 了 了， 它 就 是 一 个 大 警 讯 ， 是 在 告诉 你 : 工 
作 还 没 做 完 ! 警 如 以 上 所 举 的 问题 ， 正 确 的 答案 应 该 是 ， 
i 1) 一 


| Zz 一 1] 


7. SE Sin2. 错 1 

分 子 与 分 母 中 的 项 ， 只 有 在 它们 不 包含 在 任何 函数 里 ， 或 是 可 提出 来 成 为 
乘 数 的 时 候 ， 才 能 互相 抵消 ，sin2z 这 个 函数 ， 并 不 是 sin2 乘 以 z; 如 果 一 开 
始 就 写成 a ， 就 比较 不 容易 弄 错 了 . 


8. az 一 0 ， 故 a 一 0 错 ! 

这 是 一 个 比较 微妙 的 错误 .这 个 消去 的 动作 ， 只 有 在 x 不 为 0 的 条 件 下 才 
能 成 立 ， 比 方 说 2z 二 3+， 就 迫使 z==0， 你 绝对 不 能 异想天开 ， 把 等 式 两 边 的 
+ 梢 去， 然后 说 2 二 3， 这 样 的 结论 至 少 在 我 们 这 个 字 宙 里 是 行 不 通 的 . 


9, C22 1. 错 ! 


正确 的 答案 是 2z (ln2)， 见 第 二 十 五 章 ， 窜 法 则 只 能 应 用 在 底数 为 变数 、 
指数 为 常数 的 消 数 ， 例 如 冯 . : 


10. sin(z?2+1)=cos2z. 错 ! 
这 是 在 应 用 链 式 法 则 时 ， 常 常 犯 下 的 典型 错误 .正确 答案 是 : 
全 sin(z2 十 1) 一 [cos (x 十 1)|] 2x. 


11. sin(zx?+1)=cos(z2+1)+sin2z, 错 ! 


这 同样 是 应 用 链 式 法 则 时 第 犯 下 的 错误 ， 这 回 显 然 是 把 积 法 则 误 用 到 链 式 
法则 上 . 


d . 
~ 一 一 
12. coOST= sinx., 错 ! 


谷 案 应 该 是 一 sinr， 这 是 非常 普遍 的 错误 ， 全 世界 修 积分 的 学 生 ， 每 年 因 
为 这 个 错误 向 损失 的 分 数 ， 加 起 来 应 该 超过 一 千 万 分 了 吧 ! 


13. EE(£)=£ ef. 错 ! 


& 
分 子 的 部 分 写 反 了 ， 正 确 的 是 : 
业 ( 工 )=E7 8. 
8 gg? 


dy sl 
14. 到 (in3) 一 了 本. 错 ! 


In3 是 个 常数 ， 常 数 的 导数 都 等 于 0， 所 以 七 (In3) 二 0， 基 于 同样 的 理由 ， 
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正确 的 答案 是 「 zd 一 至 十 C， 扶 出 的 教授 最 放出 这 各 是 上 好 扣 挤 粗 
心 大 意 学 生 的 分 数 . 


16. | 二 dr= 厄 十 C。 错 ! 
积分 里 的 军法 则 对 x-! 不 适用 ， 此 题 的 正确 答案 是 
| 二 dz=- In|z|+C. 


17. | tanrdr=sec2z+C， 错 ! 
这 是 在 张冠李戴 ， 正 确 的 是 -C.tanz 一 seczz， 至 于 积分 ， 则 是 : 


| tanzdr=In | secz | 十 CG. 


18. 所 了 化 简 . 错 ! 
例如 ， 你 遇 到 


| zrdz, 
如 果 你 注意 到 xzVr = 二 x? ， 事 情 就 好 办 了 ， 你 可 以 应 用 血 法 则 来 积分 如 果 不 


六 你 没有 看 出 来 ， 而 径 自 试 着 用 分 部 积分 法 或 代 换 法 ， 你 就 会 发 现 你 身 在 外 层 
空间 ， 却 没 穿 太 空 服 ! 


19. 役 有 把 答案 里 的 变量 代 换 回 原先 的 变量 . 错 ! 
例如 


| 2zer dz 
的 答案 不 是 e 十 C， 而 应 该 是 er 十 GC. 


20. 误解 题 意 . 错 ! 
如 林 题 目 是 要 你 求 面 积 ， 你 就 别 去 算 体积 ;要 你 微分 ， 就 别 去 积分 ; 要 你 


”用 微 积 分 的 方法 解 题 ， 就 别 用 代数 心算 ， 把 这 一 条 加 在 这 张 清单 里 ， 虽 然 显 得 
有 点 不 伦 不 类， 但 是 由 于 这 种 原因 被 扣 掉 的 分 数 ， 可 真是 数 也 数 不 清 ， 为 避免 
这 种 伤感 情 的 事 也 发 生 的 在 你 的 身上 ， 你 要 养 成 习惯 ， 考 试 时 每 做 完 一 题 ， 一 
定 妥 回头 把 题目 再 读 一 志 ， 确 定 你 解答 了 题目 所 问 的 问题 . 


21. 在 你 还 没有 准备 好 的 时 候 ， 自 以 为 准备 妥当 错 上 
这 个 错误 可 能 是 最 重要 的 一 个 ， 所 以 虽然 前 面 已 经 列 出 了 限额 20 个 ， 我 
们 还 是 把 它 提出 来 警告 大 家 .缺乏 自 知之 明 ， 或 许多 学 生 所 犯 的 最 大 错误 ; 往 
往 他 们 看 着 题解 ， 就 错误 地 以 为 自己 懂得 怎么 解 题 了 ， 若 想 知道 你 自己 有 多 大 
能 耐 ， 很 简单 ， 把 书 合 上 ， 电 视 机 关上 ， 门 锁 上 ， 让 那些 平常 喜欢 指正 你 错误 
的 朋友 一 概 不 得 其 门 而 人 ， 然 后 模拟 自己 是 在 考试 ， 去 做 几 道 题目 . 
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啊 ! 期 未 考 ， 就 是 在 短 短 一 两 个 小 时 里 ， 把 整 学 期 学 到 的 十 八 般 武 艺 ， 反 
刍 到 几 张 纸 上 的 那 档 子 事 嘛 . 它 就 像 地 平 线 上 将 出 现 的 暴风 雨 ， 让 所 有 的 学 生 
闻 之 色 变 ， 为 之 惊慌 . 它 的 威力 强大 ， 足 以 摧毁 刚 起 步 的 学 术 幼苗 ， 把 全 部 的 
校园 社团 组 织 夷 为 平地 ， 叫 平日 不 可 一 世 的 健壮 运动 员 ， 可 怜 今 今 的 跪 地 
求 馈 . 

但 是 你 不 用 担心 ， 因 为 在 这 最 后 一 章 ， 我 们 将 告诉 你 ， 什 么 样 的 题目 会 出 
现在 期 未 考 中 一 -至少 就 几率 的 角度 来 说 ， 读 了 本 章 ， 包 管 你 有 备 而 无 患 ， 期 
未 考 轻松 搞定 . 

以 下 是 我 们 搜集 的 考题 一 览 表 ， 里 面 列 出 了 各 种 类 型 的 热门 试题 ， 以 及 会 
出 现 的 几率 . 当然， 你 的 教授 可 能 有 他 (她 ) 自己 的 偏好 题 型 ， 以 至 于 跟 这 份 
表 相当 不 同 ， 所 以 我 们 要 特别 声明 ， 除 了 参考 这 张 表 ， 更 重要 的 是 你 得 把 任课 
教授 的 讲课 内 容 搞 清楚 . (这 下 子 ， 万 一 你 的 期 未 考题 跟 我 们 预测 的 完全 两 样 ， 
你 就 不 能 上 法 院 去 按 铃 控告 我 们 啦 !) 


1. 绘图 题 (最 为 普遍 ;出 现在 99% 的 期 末 考 卷 里 )， 这 类 问题 是 要 你 画 函 
数 图 形 ， 叙 述 大 概 像 这 样 ， 


绘 出 下 述 函 数 的 图 形 。 标 出 所 有 的 临界 点 、 渐 近 线 及 截 距 . 找 出 扬 点 ,并 


注 明 哪个 部 分 是 凹 口 向 上 ， 哪 个 部 分 凹 口 向 下 ，. 


通常 这 种 题目 所 给 的 函数 ， 都 不 是 容易 对 付 的 善 类 ， 如 ; 
f(x)=37ri—x2 二 1 


g(z)= 卫 十 与 . 


这 类 问题 的 目的 ， 是 要 你 运用 所 学 的 微 积分 ， 找 出 极 大 值 、 极 小 值 等 等 . 
这 倒 没 什么 问题 ， 不 过 你 若 能 另外 多 标 出 一 些 点 ， 可 以 帮助 你 得 到 更 接近 真实 
的 图 形 ， 验 证 你 的 其 他 计算 结果 . 

遇 到 这 种 题目 时 ， 不 妨 先 分 别 让 x 与 y 等 于 0， 算 出 截 距 ， 记 得 要 检查 看 
看 是 否 有 没有 意义 的 点 一 一 譬如 那些 会 让 分 母 变 成 0 的 点 .而 极 大 值 与 极 小 
值 ， 可 以 在 微分 之 后 ， 设 其 导数 为 0 而 求 得 . 通常 这 种 问题 的 微分 很 简单 ， 不 
会 花 掉 太 多 计算 时 间 . 另外 ， 别 忘 了 把 临界 点 的 x 代 回 原 函 数 ， 以 求 得 当 
然 ， 你 得 把 +、y 轴 画 出 来 ， 才 能 把 图 形 画 在 上 面 . 为 了 避免 把 各 个 点 的 坐标 
混在 一 块 ， 最 好 是 列 成 一 个 表 . 


2. 微分 问题 (最 为 普遍 ; 出 现在 100% 的 期 末 考 卷 上 ). 顾名思义 ， 这 类 
遂 目 就 是 要 叫 你 微分 各 式 各 样 的 函数 ， 包 括 一 些 不 是 很 计 人 喜欢 的 函数 ， 这 些 
比较 难处 理 的 函数 ， 往 往 需要 先 应 用 链 式 法 则 、 积 法 则 等 ， 分 成 多 个 容易 对 付 
的 部 分 ， 然 后 再 微分 ， 下 面 是 几 个 常见 的 例子 : 


f(x)=In( sinz); 
f(x)=zx(3r7— rT )63 


f(x)= secx. 


解 这 些 题目 时 ， 特 别 注意 你 所 写 下 的 每 一 步 ， 并 且 多 用 括号 ， 这 样 你 就 能 
避免 很 多 代数 演算 错误 一 -演算 错误 是 最 主要 的 分 数 杀手 之 一 
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3. 极限 问题 (非常 普遍 ; 90 多 的 期 末 考 卷 上 都 有 它 的 踪迹 )， 一 个 典型 的 
极限 问题 是 : 


试 求 以 下 几 个 极限 : 
lim fx) 9 
lim f(z) 9 
Te 
2+ 
其 中 的 


一 1， 如果 Xx 二 1， 
jo 如 果 1] 二 ZX 过 2， 

Z2 十 1， 如 果 2 世 蔗 . 
这 个 问题 里 面 的 冰 数 其 实 很 简单 ， 只 是 在 不 同 的 区 间 内 有 不 同 的 定义 ， 也 许 是 
根 狐 于 婴儿 期 受到 的 某 种 心理 创伤 ， 大 多 数 的 学 生 在 面 对 这 类 问题 时 感到 莫名 
的 私 惧 也 许 你 只 是 平日 得 于 做 这 方面 的 习题 ， 因 而 对 此 感到 陌生 ， 看 到 这 样 
的 题目 时 ， 最 好 的 办 法 就 是 画 出 疝 数 图 形 . 

男 一 个 典型 的 极限 问题 是 : 


lim -一 一 ， 
一 Vz 十 2 一 2 
当 x 一 2 时， 它 的 分 子 、 分 母 都 趋 近 0， 情 况 大 为 不 妙 ， 不过， 你 可 以 用 一 点 
代数 技巧 ， 来 解 这 个 问题 ， 
Z 一 2 Z 一 2  、Vz 十 2 十 2 


VZ 十 2 一 2 Z 十 2 一 2 wz 十 2 十 2 


(x—2) (VzF2+2) (x—2) (VZz 十 2 十 2) 
Z 十 2 一 4 TX—2 


VX 二 2 十 2 


] ， 
然后 再 取 工 趋 于 2 时 的 极限 ， 就 可 得 到 正确 答案 : 
: limV zt2+2=V2 十 2 十 2=4. 


需 记 住 的 重点 是 : 值 代入 之 后 若 出 现 全 或 之 ， 那 就 赶紧 做 些 相 消 的 步骤 ，( 如 
果 你 试 过 了 ， 仍 旧 不 行 ， 那 么 你 可 能 需要 动用 更 复杂 的 方法 ， 例 如 洛 必 达 法 则 
“(LL'”H6 pital s rule) 如 果 洛 必 达 法 则 还 是 不 能 奏效 ， 那 么 需 用 别 的 方法 ， 如 果 
有 效 ， 那 么 就 能 很 快 得 到 结果 . 

注意 ! 你 的 教授 也 极 有 可 能 出 一 道 极限 的 难题 考 你 ， 目 的 是 看 看 你 知 不 知 


‘1 SINT 
道 lm > 一 一]1， 
"0 项 


4. 有 关 极 大 或 极 小 值 的 文字 题 (非常 普遍 : 期 未 考 出 现 率 高 达 95%). 一 
般 说 来 ， 这 类 题目 是 要 你 把 一 个 文字 叙述 的 问题 ， 翻 译 成 一 些 数学 式 ， 然 后 求 
某 一 函数 的 极 大 或 极 小 值 ， 这 类 问题 的 最 困难 部 分 ， 通 常 是 在 如 何 写 出 一 个 你 
要 微分 的 函数 ， 只 要 你 能 写 出 来 ， 求 极 大 或 极 小 值 就 非常 简单 : 把 因数 微分 ， 
令 导数 为 0， 然后 找 出 临界 点 ， 最 后 ， 你 可 以 利用 二 阶 导数 、 一 阶 导 数 或 直接 
代 和 人 人， 来 判定 该 点 是 极 大 值 、 极 小 值 ， 或 者 两 个 都 不 是 , 

常见 的 陷阱 : 极 大 (小 ) 值 也 许 会 发 生 在 区 间 的 边界 ， 在 这 种 情况 下 ， 它 
的 导数 虽然 不 见得 等 于 0, 但 仍然 为 绝对 极 大 (小 ) 值 . 


5. 定义 域 或 连续 性 的 问题 (普遍 ， 出 现 率 在 50% 左 右 )， 这 类 题目 是 要 你 
判定 给 定 浮 数 的 定义 域 ， 以 及 找 出 该 水 数 在 哪些 部 分 是 连续 的 .题目 所 给 的 销 
数 可 能 是 分 段 图 数 ， 如 : 


一 1， 如 果 zx 和 一 1， 
f(z)= 二 如 果 一 1<z<2， 
22 一 1]， 如 果 2 入 工 
解 这 撩 题目 的 重点 ， 是 查看 图 数 里 的 分 母 在 哪个 点 会 变 成 0 〈 以 上 面 所 举 


的 图 数 为 例 ， 融 是 当 z 一 0 时 ) ， 其 次 ， 得 查看 各 段 函 数 的 分 段 点 〈 在 这 个 例子 
里 , 分 段 后 就 在 一 1 和 2 这 两 个 点 ). 
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6. 导数 的 极限 定义 普遍， 出现 率 在 50% 左 右 )， 这 类 问题 是 要 你 直接 从 
极限 的 定义 ， 算 出 导数 ， 能 够 从 极限 算出 导数 的 函数 并 不 多 ， 主 要 可 分 以 下 四 
大 类 型 : 


(a) zx、 式 , 或 3， 更 高 次 的 非常 少见 
(b) Vr， 极限 的 求法 是 : 让 分 子 眼 全 有 时 漆 上 /2T 十 Vz. 
(9 二 


(d) 简单 的 多 项 分 式 ， 例 如 过 二. 


7 速率 或 速度 问题 (普遍 ; 出 现 几 率 为 50% 左 右 )， 这 类 题目 一 般 会 牵涉 到 
棒球 、 赛 车 、 子 弹 、 飞 机 、 汐 溜 球 或 是 跳伞 选手 (包括 有 降落 使 和 没 降 落 们 的) 
你 必须 记 住 ， 速 度 是 位 置 的 导数 ， 而 加 速度 则 是 速度 的 导数 ， 另 外 也 要 特别 注意 ， 
别 把 正 负 号 给 弄 茵 倒 了 ， 还 有 就 是 要 记得 ， 凡 是 向 上 抛 的 东西 ， 迟 早 会 再 摔 落 下 
来 ; 你 怎么 对 待 别人 ， 别 人 也 会 同样 对 待 你 ; 你 吃 什么 ， 就 会 是 什么 . 


8. 相关 变化 率 问 题 (普遍 ; 出 现 A mp) 从 字面 
上 ， 不 难 理解 相关 变化 率 | 
者 是 相关 的 .你 可 以 用 其 中 一 一 个 殉 数 表 示 另 一 个 ， i 
穷 . 最 困难 之 处 通常 在 于 如 何 把 文字 氢 述 转 成 方程 式 ， 以 及 去 搞 清 楚 题目 究 
在 同 什 么 . 


9. 隐 微 分 (普遍 ， 出 现 几率 约 40%)， 如 果 没 办 法 把 题目 的 方程 式 写成 
一 fz) 的 形式 ， 你 势必 得 用 隐 微 分 的 方法 去 求 仿 ， 如 果 题 目 要 你 计算 某 一 点 


(zo ,0) 上 的 生 ， 而 且 两 坐标 都 告诉 了 你 ， 那 就 是 摆 明了 叫 你 用 隐 微 分 


10. 求 近似 值 ( 较 不 普遍 ;出 现在 期 未 考 的 几率 仅 20% 左 右 )、 这 类 问题 
是 要 你 估计 一 些 值 ， 譬如 V3. 9 和 sin (zx 十 0. ] ). 


11. 切线 方程 式 〈 较 不 普遍 ; 出 现在 几率 仅 有 20%)， 这 类 问题 是 要 你 找 
出 通过 函数 上 某 一 点 的 切线 方程 式 ， 解 题 的 诀窍 在 于 ， 你 必须 微分 该 函数 ， 以 
得 到 切线 的 斜率 . 


12. 求 积 分 的 问题 (最 为 普遍 ;100% 会 出 现 )， 一 般 说 来 ， 试卷 上 只 有 一 
堆 题目 ， 但 不 会 告诉 你 该 用 哪 种 方法 ， 这 得 靠 你 目 己 决定 了 ， 下 面 我 们 大 略 列 
出 哪些 积分 间 题 该 用 哪 种 方法 ,给 你 参考 : : 


* 代 换 法 : | 了 ee dr | vidz、| sins zcoszdz. 

x 分 部 积分 : | Inzdz、 | zlnzdz、 | zerdz、 | zsinzdz、 | ersinzdz, (最 后 这 
一 题 相 当 难 缠 ， 需 要 连续 做 两 次 分 部 积分 ， 并 且 要 重 排 积分 项 的 顺序 . ) 

* 部 分 分 式 : | -LTdz、| -36dx. 


J 、 1 ] 
* 三 角 代 换 法 : | 元 TTdz、| 帮 二 #4 
13. 求 平 面 上 各 画 数 曲线 中 间 所 来 的 面积 (普遍; 出 现在 期 末 考 的 几率 为 
50%). 这 类 问题 的 标准 解法 是 : 把 位 于 上 方 的 函数 减 去 位 于 下 方 的 函数 ， 让 
相 减 的 结果 作为 被 积 了 图 数 ， 然 后 积分 ; 积分 极限 可 能 是 题目 所 给 的 上 下 限 ， 再 
不 然 就 是 两 图 数 曲线 交点 所 决定 的 上 下 限 . 


14. 用 数值 逼近 法 求 定 积分 ( 较 不 普遍 ; 出 现 的 几率 为 20%)， 这 类 问题 
是 要 你 利用 有 限 的 黎 曼 和 、 和 矩形 法 、 梯 形 法 或 辛普森 法 ， 来 求 一 个 定 积分 的 近 
似 值 ， 之 所 以 比较 少 出 现在 期 末 考 ， 原 因 一 共有 四 : 第 一 ， 太 花 时 间 ; 第 二 ， 
考 的 只 是 学 生 的 死 背 能 力 ; 第 三 ， 解 题 的 过 程 既 多 又 琐碎 ; 第 四 ， 批 阅 时 会 让 
任课 老师 头痛 三 天 . 


15. 指数 成 长 及 衰退 的 问题 (相当 普遍 ; 出 现在 期 末 考 的 几率 约 达 70%). 
若是 老师 在 课堂 上 讲 过 这 类 问题 ， 期 末 考 卷 上 非常 可 能 有 它们 的 份 儿 ， 
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callipygian: 这 是 个 形容 词 ， 在 一 些 字典 上 出 现在 calculus ( 微 积 分 ) 的 附 
近 . 请 上 自行 查 字典 . 


e: 这 个 数 e 一 2. 71828… 非 常 重要 ， 重 要 到 有 专用 的 名 字 . 为 什么 那么 重 
要 ? 这 样 说 吧 ， 在 你 写 英文 句子 时 ， 有 没有 哪 一 句 里 面 没有 e? 事实 上 ，e 是 
26 个 英文 字母 里 面 最 常用 的 字母 ! 它 在 微 积分 里 也 不 追 多 让 . e 还 有 一 个 非常 
独特 的 性 质 ， 那 就 是 : 


x: 它 的 值 等 于 3. 14159…， 可 说 是 “数字 名 人 堂 ” 中 的 领袖 ， 你 可 以 把 
它 定义 为 : 直径 为 1 的 圆 的 圆周 长 . 

既然 x 是 个 希腊 字母 ， 你 可 能 会 认为 ， 一 定 是 有 某 些 古 希腊 先贤 ， 想 到 用 
字母 来 代表 1 单位 直径 的 圆 的 圆周 长 ， 没 错 ， 的 确 是 古 希腊 人 想到 的 ， 只 不 过 
选用 x 的 人 不 是 他 们 ， 而 是 几 百 年 前 的 一 位 英国 人 ， 他 从 没 说 明 为 什么 选用 了 
x， 对 此 有 各 种 牵强 附会 的 说 法 ; 有 人 认为 是 因为 圆周 的 英文 字 perimeter 以 p 
开头 (相当 于 希腊 字母 的 x)， 另外 一 些 人 则 认为 ， 发 明 者 喜欢 吃 一 块 美味 的 
馅 饼 ， 来 当做 午餐 . 


不 过 ， 有 些 十 希腊 先贤 确实 留 下 了 一 个 不 太 高 明 的 文化 遗产 ， 就 是 用 360 
度 来 度量 角度 ，360 这 个 数字 究竟 打 哪儿 来 ， 我 们 也 不 清楚 ， 不 过 据说 与 比萨 
饼 容 易 切 成 同样 大 小 的 6 块 ， 有 某 种 关联 ， 在 涉及 角度 的 数学 计算 上 ， 另 外 一 
种 叫做 “弧度 ”的 度量 方式 ， 会 使 计算 简单 容易 得 多 ; 你 也 可 以 说 ， 用 弧度 来 
切 x 更 是 得 心 应 手 . 

对 于 绝 大 多 数 的 场合 ， 的 值 精确 到 小 数 第 二 位 ， 用 3. 14， 便 已 经 绰 绰 有 
余 了 .人 类 花费 了 数 千年 时 间 ， 才 把 «的 值 算 到 了 小 数 第 10 位 ， 如 今 许多 数 
学 家 已 经 把 x 计算 到 了 小 数 第 30 亿 位 ， 幸 运 的 是 ， 大 多 数 的 教书 先生 都 不 会 
要 求学 生 背 出 x 的 前 10 万 位 小 数 . 


二 划 


二 次 公式 (quadratic formula) : 求解 二 次 方程 式 az2 十 bx 十 c= 二 0 的 伟大 公 
式 ; 即使 你 不 会 因 式 分 解 ， 套 此 公式 ， 保 准 你 一 举 找 出 解 ， 二 次 方程 式 有 两 个 
解 ， 分 别 是 


证 -一 


”一 0 十 vV 玉 一 4ac 
2a 


_—6b—vVb—4ac 


了 
2a ? 


而 且 来 者 不 拒 ， 只 楼 是 一 次 方程 式 ， 就 都 有 解 


二 阶 导数 (second derivative) : 一 阶 导数 的 导数 ， 而 它 的 导数 则 为 三 阶 导 
数 ， 也 就 是 你 把 一 个 函数 连续 微分 两 次 之 后 ， 所 获得 的 那个 导数 


二 重 积 分 (double integration) : 冷静 下 来 ， 别 紧张 ， 像 你 这 样 一 见 到 这 几 
个 字 就 坐立不安 ， 准 是 有 个 正在 修 多 元 微 积 分 的 混蛋 吓 晓 过 你 :“ 你 以 为 积分 
很 难 是 不 是 ? 那 你 就 等 着 让 二 重 积分 把 你 撞 个 鼻 青 脸 肿 . ”首先 ， 那 浑 小 子 说 
的 根本 不 是 实话 ， 二 重 积分 没有 他 形容 得 那么 难 . 其 次 | 你 现在 何必 紧张? 时 
间 还 早 哪 ， 别 让 它 破 坏 你 的 快乐 时 光 ! 
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三 划 


三 角 恒 等 式 (trigonometric identity) : 可 表示 不 同 三 角 函 数 之 间 关系 的 简单 
方程 式 . 这 种 方程 式 虽然 形形色色 ， 其 中 最 著名 也 最 重要 的 一 个 ， 就 是 此 中 楚 
楚 : sin2z 十 cos?z 一 1. 由 这 个 经 典 方 程式 ， 很 容易 得 到 其 他 的 三 角 恒 等 式 ， 警 
如 等 号 两 边 同 除 以 cos* TT， 就 得 到 | tan? zx 十 1 一 sec2z， 


全 局 [ 极 值 、 极 大 值 、 极 小 值 】 (global [extremunm ， maximum, mini- 
mumj) : 这 是 绝对 极 值 、 绝 对 极 大 (小 ) 值 的 另 一 种 说 法 . Global 源 于 globe 
(有 “全 球 ” 的 意思 )， 所 以 这 样 的 极 值 从 字面 上 说 就 是 指 全 球 最 极端 的 极 什 . 


四 划 


不 定 积分 (indefinite integral) ; 负数 A(z) 的 不 定 积分 ， 也 就 是 一 个 导数 为 
f(T) 的 溺 数 F(x). 千 万 别 把 不 定 积分 跟 定 积分 混为一谈 ， 定 积分 的 结果 是 一 
个 数 ， 不 定 积 分 又 可 称 为 f(z) 的 反 导 函 数 (antiderivative). 


切线 (tangent line) ; 跟 一 条 曲线 上 的 一 点 碰 触 到 、“ 亲 吻 ” 到 的 直线 ， 旋 
的 斜率 就 是 该 图 形 在 那 一 点 的 斜率 .现在 它 正 临 着 性 又 扰 的 指控 . 


反 三 角 沙 数 (inverse trigonometric function) : 就 是 与 原 三 角 国 数 作 用 刚好 
相反 的 函数 ， 颇 类 似 美国 的 民主 党 与 共和 党 轮流 执政 时 的 情况 ， 这 一 任 把 前 任 
元 成 的 政绩 一 一 颠覆 掉 ， 正弦 的 反 函 数 为 反正 弦 ， 表 示 为 arcsin; 如果 y= 
‘sinz, 则 z= arcsiny. 使 用 的 符号 之 所 以 是 arcsin 而 非 sn 1 ， 是 要 避免 我 们 把 


反正 纺 函 数 眼 -一 -和 弄 混 了 . 


反 导 ( 范 ) 数 (antiderivative) : 你 猜 对 了 ， 它 就 是 导数 的 相反 不 过 别 误 
会 ， 它 与 “ 反 基 督 ”“ 反 社会 ”等 其 他 反 ” 字 头 的 词汇 不 同一 点 也 没有 负 
面 的 含义 。 陈 数 f(z) 的 反 导数 也 是 一 个 函数 ， 一 般 表示 为 F(z)， F(z) 的 导数 
就 是 f(x). 传统 上 ,“ 反 导 ( 函 ) 数 ” 这 个 名 词 通 常用 来 介绍 、 5| 出 不 定 积 分 


的 概念 ， 之 后 就 再 也 用 不 到 ， 而 由 “不 定 积分 ”给 取代 了 . 


反 微 分 {antidifferentiation); 求 反 导数 的 过 程 ， 此 外 也 是 坚决 要 一 视 同仁 
的 意思 ， 就 好 像 有 的 父母 坚持 要 把 五 个 小 孩 全 都 取 名 为 “ 宝 ”@ 


五 划 


代数 (algebra) : 等 等 ! 如 果 你 居然 不 知道 代数 是 啥 东西 (就 是 一 堆 像 x、 
y 等 字母 ， 加 上 一 堆 把 它们 搞 在 一 起 的 规则 ) ， 就 不 该 来 修 微 积分 ， 请 退回 到 
富 俩 ”起 点 ， 而 且 领 不 到 $ 200. 


四 性 (concavity) : 在 函数 图 形 的 某 一段 ， 如 果 像 苦瓜 脸 的 嘴 形 部 分 ,我 
们 就 说 它 是 四 口 向 下 ; 若是 反 过 来 ， 看 起 来 像 杯子 状 ， 就 是 四 口 向 上 〈 杯 子 的 
英文 是 cup， 向 上 的 英文 是 up， 这 个 联想 可 以 帮助 你 记忆 )， 为 了 决定 一 个 函 
数 在 某 处 是 四 口 向 上 或 四 口 向 下 ,我 们 得 动用 二 阶 导数 ， 如 果 你 想 知道 相关 细 
三 ， 请 看 第 15. 3 、15. 4 两 节 . 


加 速度 (acceleration) : 速度 的 变化 率 、 当 开车 的 人 把 油门 一 踩 ， 你 的 身体 
征 然 压 向 椅 背 ， 胃 里 面 感觉 怪 怪 的 一 - 那 就 是 加 速度 搞 的 鬼 ， 函 数 的 变化 率 就 
是 它 的 导数 ， 所 以 加 速度 是 速度 函数 的 导数 ， 又 由 于 速度 本 身 是 位 置 函数 的 导 
数 ， 所 以 加 速度 就 是 位 置 函数 的 二 阶 导 数 ， (写成 数学 式 就 是 : 一 里 一 业 ;， 


其 中 是 位 置 国 数 . ) 
可 微 函 数 (differentiable function) : 若 函 数 在 某 点 有 导数 存在 的 话 ， 我 们 
膏 该 闲 数 在 该 点 可 微 ， 比 方 说 ， 函 数 f(z)=z? 在 每 一 点 都 是 可 微 的 , 但 是 函 


数 g(z)= | x | 则 不 然 , 它 在 x=0 这 点 不 可 微 ， 既 然 微 分 就 是 取 导 数 ， 这 里 
为 什么 不 说 derivativable (可 取 导 数 ) 昵 ? 这 是 因为 它 听 起 来 太 撩 口 了 . 


由 英文 differentiation 另 有 “区 别 ” 的 意思 ， 


词汇 表 : 数学 名 词 活 学 指南 


可 积分 的 (integrable) : 当 我 们 说 某 某 函数 可 积分 ， 意思 就 是 指 该 溺 数 的 
积分 人 存在， 大 部 分 的 标准 组 数 都 是 可 积分 的 . 


正弦 (sine)、 人 余弦 (cosine): 在 聚会 上 ， 数 学 家 喜欢 相互 询问 的 两 样 
东西 . 
正 交 (orthogonal) : 数学 上 专门 用 来 表示 “垂直 ”的 花 俏 字眼 . 
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多 项 式 (polynomial) : 顾名思义 ， 就 是 如 式 一 ?7x 十 3 或 是 2y15 一 4y3 十 3y 
一 6 之 类 的 图 数 ， 多项式 里 面 并 没有 任何 如 方 根 、 三 角 函 数 等 长 相 有 点 奇怪 的 
东西 ， 若 以 一 般 形 式 来 表示 ， 多 项 式 就 是 
: 斤 Z) 一 aaZ2 十 ar 一 12T1 十 ar 一 2Z22 十 … 十 a2xz2 十 alz 十 ao0， 


有 理 数 (rational number) : 指 那些 脚 路 实地 的 数 ， 还 有 就 是 可 写成 女 形 式 


的 数 ， 其 中 的 a 限 5 均 为 整数 .常见 的 有 志 、 闻 ， 不 大 常见 的 有 332， 每 一 个 


有 理 数 都 可 以 写成 小 数 的 形式 ， 写 成 的 小 数 要 么 是 个 有 限 小 数 (小 数位 数 为 有 
限 多 个 )， 要 么 就 是 个 无 穷 的 循环 小 数 ， 有 趣 的 是 ， 这 世间 的 无 理 数 远 比 有 有 
理 数 多 得 多 一 一 这 又 是 数学 模拟 真实 人 生 的 例子 . 


有 理 函 数 (rational function) : 从 英文 字面 来 看 ， 是 指 “ 很 有 道理 的 功能 作 
用 ”; 在 数学 上 ， 则 指 两 多 项 式 的 比率 ， 如 过 -2 | 


自然 对 数 (natural logarithm) : 就 是 以 e 为 底 的 对 数 ， 通 常用 in 来 表示 . 
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位 置 函数 (Position function) : 随 着 时 间 在 变化 、 且 能 告诉 你 在 某 一 时 刻 你 
沿 着 数 线 的 位 置 的 函数 ， 璧 如 说 f(z) = 如， 而 使 用 的 单位 是 英尺 (或 米 ) 和 


秒 ， 那 么 在 时 间 t=0 时 ， 你 的 位 置 是 在 原点 上 ; 在 时 间 t=1 秒 时 ， 你 在 原 扣 
右 方 1 英尺 的 地 方 ; 到 时 间 坛 2 秒 时 ， 你 在 原点 右 方 4 英尺 处 . 


局 部 [ 极 值 、 极 大 值 、 极 小 值 ] (local [extremum maximum minimum |]): 
如 果 你 目光 短 浅 ， 你 会 觉得 这 个 点 就 是 函数 的 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 ) ， 但 是 
你 若 把 函数 图 形 拿 远 一 点 看 ， 可 能 就 会 发 现 远 处 还 有 一 个 更 大 或 更 小 的 值 ， 不 
过 只 就 该 点 的 附近 来 说 ， 它 仍然 为 最 高 的 点 〈 即 局 部 极 大 值 ) 或 最 低 的 点 〈 即 
局 部 极 小 值 )， 局 部 极 大 值 就 像 小 池塘 里 的 大 鱼 ， 至 于 局 部 极 小 值 ， 若 能 出 外 
问 荡 一 秋 ， 就 有 可 能 找到 比 它 更 小 的 了 . 


芝 诺 (Zeno of Elea) : 任何 一 本 微 积分 英文 词典 里 的 最 后 一 个 词 条 .， 芝 诺 
是 公元 前 5 世纪 的 古 希 腊 哲学 家 ， 因 为 艺 诺 悖 论 (Zeno’s paradox) 而 著名 .他 
指出 ， 如 果 一 个 人 要 从 A 点 跑 到 B 点 , 他 (她 ) 必须 先 跑 完 全 程 的 一 半 ， 然 
后 跑 完 剩余 路 程 的 一 半 ， 再 跑 完 剩余 部 分 的 一 半 ， 接 着 要 再 跑 完 剩余 的 一 
半 …… ( 永 无 止境 ). 显然 ,没有 人 能 够 在 有 限 的 时 间 里 面 完 成 无 穷 多 步 ， 所 
以 这 种 跑步 运动 是 不 可 能 完成 的 事 ， 是 个 幻象 ， 以 此 类 推 ,， 整 个 世界 无 非 是 一 
场 梦境 .何不 翻 过 身子 ， 继 续 睡 你 的 大 觉 ? 


车 速 表 (speedometer) : 仪表 板 上 的 一 个 基本 仪表 ,告诉 你 车 子 现在 跑 多 
快 ， 其 实 它 是 一 个 速度 函数 ， 会 随时 告诉 你 车 子 当 时 的 速度 〈( 亦 即 你 的 位 置 况 
数 之 变化 率 ) 一 一 倒车 时 除外 ， 


直线 (line) : 在 你 等 修 购 买 这 本 书 时 ， 我 们 希望 你 乖乖 排 成 的 那 条 东西 . 
在 数学 里 ， 震 问 直 线 是 什么 ， 连 小 学 生 都 知道 : 就 是 两 点 中 间 那 根 直 直 的 东 
西 ， 直线 的 方程 式 通常 有 两 种 形式 .一 种 是 点 斜 式 ，y 一 和 一 za(z 一 z)， 其 中 
(zo ，y0) 古 直 线 上 之 一 点 ， 而 冯 则 是 该 直线 的 斜率 ; 另 一 种 斜 截 式 ，y 二 
mz 十 5，， 其 中 的 5 是 直线 与 y 轴 的 交点 的 y 坐标 ,而 m 仍 是 斜率 . 


抛物 线 (parabola) : 一 种 曲线 .能 写成 y=Az? 十 Bz 十 C 这 种 形式 的 方程 
式 ， 图 形 就 会 是 一 条 抛物 线 ， 最 常见 的 例子 是 yz?， 它 会 通过 原点 ， 形 状 u 


词汇 表 ， 数 学 名 词 活 学 指南 、、 /a 


像 一 只 开口 朝 上 的 杯子 . (paraboa 的 字 首 para- ， 源 自 希腊 文 ， 意思 是 “在 
ee 旁边 ”或 “超越 ……”， 例 如 paralegal、pranormal 等 等 ; 又 如 巴拉圭， 
Paraguay， 就 位 于 Guay 这 个 其 少 有 人 知晓 的 小 国 劳 边 . ) 

如 果 你 拿 一 个 平面 切 过 一 个 直立 圆锥 ， 和 而 且 让 切 过 的 角度 与 通过 圆锥 顶点 
的 任何 一 条 圆锥 上 的 直线 平行 ， 也 可 以 得 到 抛物 线 ， 这 方法 相当 实用 ， 


六 划 


函数 (function) : 四 年 的 大 学 生涯 中 ， 没 有 人 能 够 避 开 这 个 东西 ， 甚 至 连 
那些 从 不 碰 带 有 “计算 ”字眼 的 任何 课程 、 主 修 广电 的 大 学 生 也 不 例外 . 原 
因 ，function 有 两 种 : social function 以 及 mathematical function; 意义 固然 不 同 ， 
却 使 用 了 许多 共同 的 术语 . 

壁 如 在 美国 ， 社 交 聚 会 (social function， 又 称 为 mixer 或 gathering) 通 和 荫 
以 派对 的 方式 进行 ， 由 某 栋 学 生 宿舍 的 整 层 楼 做 东 ， 加 上 几 桶 啤酒 (或 一 些小 
黄瓜 三 明治 ) 助兴 ， 举 行 派 地 的 地 点 ， 也 称 作 domain of the function; 京 任 食物 
的 地 方 则 叫做 range of the function; 这 样 的 联欢 会 知 是 持续 到 第 二 天 早上 ， 就 
称 它 为 continuous， 若 是 半夜 来 了 校 警 强行 制止 ， 因 而 隔 天 册 回 来 重 聚 ， 则 称 
为 discontinuous ， 至 于 你 在 派对 上 遇见 的 梦 中 情人 的 电话 号 码 ， 可 以 称 为 val- 


，ue of the function， 而 这 个 电话 号 码 往往 是 众多 号 但 的 其 中 一 个 ， 是 沙 在 range 


之 内 . 

数学 家 也 用 了 同样 的 术语 ， 来 形容 他 们 所 说 的 function， 最 主要 的 不 同 是 ， 
当 数学 家 有 一 个 function 了 时 ， 每 个 参加 者 都 只 会 得 到 一 个 value! 在 mathemati- 
cal function 中 ， 没 有 会 得 到 两 个 电话 号 码 ， 也 无 人 空手 离 去 . 

数学 多 数 像 一 部 机 亚 ， 你 喂 进 去 一 个 实数 〈 通 贡 以 变数 = 代表 ， 有 时 也 用 
或 其 他 字母 代表 ) ， 它 就 会 吐出 一 个 全 新 实数 .比方 说 阳 数 f(z) 二 x? ， 你 把 
3 这 个 数 咀 给 zx， 它 就 吐出 9 这 个 数 . 它 的 定义 域 就 是 你 能 合法 喂 进去 的 全 部 
值 的 集合 ， 而 值 域 (range) 则 是 它 可 能 吐出 的 所 有 值 的 集合 . 


函数 的 定义 域 (domain of a function) : 一 只 狗 的 领域 是 指 他 一 日 下 来 所 走 
过 、 撒 过 尿 的 地 盘面 积 ， 函数 f(x) 的 定义 域 ， 则 是 指 代 进 f(z) 以 后 ,可 使 油 一 
数值 有 意义 的 所 有 z 值 ， 比 方 说 f(x) 二 Vz 的 定义 域 ,， 就 是 所 有 x 之 0 的 + 值 


函数 的 复合 (composition of functions) : 把 一 个 孙 数 代 进 男 一 个 函数 ， 壁 如 
说 : sin Vz 的 sinz 跟 Vz“ 复 合 ”起 来 的 函数 .如 果 配 合 得 很 完美 ， 两 函数 就 会 
随 着 音乐 翩翩 起 舞 . 


定 积分 (definite integral) : 在 a 二 x 志 5 的 区 间 内 ， 义 数 f(x) 的 定 积分 结果 
是 一 个 数 ， 它 有 时 可 想 成 是 图 数 图 形 下 方 的 面积 ， 千 万 不 要 与 不 定 积 分 混 为 一 
谈 ， 不 定 积 分 的 结果 是 一 个 函数 . 


定理 (theorem) 与 证 明 (proof) : 定理 就 是 对 某 一 主题 所 作 的 主张 ， 辟 如: 
“sinz 的 导数 即 cosr”.。 而 证 明 则 是 一 套 详尽 、 合 有 逻辑、 完全 能 说 服 人 的 论证 ， 
说 明 为 什么 某 个 定理 为 真 ， 学 会 分 辨 什么 才 算 是 证 明 、 什 么 不 算 证 明 ， 是 你 修 
微 积分 最 重要 的 收获 之 一 ， 不 过 ， 在 修 课 人 数 众多 的 课堂 上 ， 这 问题 极 少 有 机 
会 好 好 讨论 . 

好 的 证 明 应 该 能 够 说 服 所 有 讲 道理 的 人 当然， 在 各 路 英雄 好 汉 云 集 的 聚 
会 上 ， 总 免不了 遇 到 一 些 怪 胎 会 问 你 : “等 一 下 ， 万 一 在 你 讲解 证 明 的 时 候 ， 
有 火星 人 把 我 催眠 了 ， 怎 么 办 ?” 或 者 “真理 不 是 相对 的 吗 ? 那 为 什么 有 的 真 
理会 比 另 一 个 真理 更 好 ?” 幸 好 ， 聚 会 的 主办 人 几乎 不 会 再 邀请 这 种 人 . 

由 于 律师 们 对 数学 家 有 些 偏见 ， 认 为 他 们 无 法 了 解法 律 上 所 说 的 “无 合理 
剑 疑 的 证 据 "， 所 以 有 意 无 意 地 把 数学 家 从 陪审 团 名 单 中 剔除 因此， 如果 你 
不 想 被 请 去 当 陪审 员 ， 你 可 以 放 话 说 你 在 微 积分 课堂 上 学 过 定理 与 证 明 ， 基 于 
相似 的 理由 ， 微 积分 课 不 欢迎 律师 ， 因 为 数学 家 相信 律师 无 法 了 解 “ 证 明 ” 的 
数学 意义 ，( 如 果 你 现在 就 是 律师 或 未 来 要 做 律师 ， 请 不 要 控告 我 们 . ) 数学 家 
和 律师 一 样 ， 老 爱 用 一 堆 术 语 ， 所 以 光 是 “定理 ”本 身 ， 又 有 定理 、 系 理 
(corollary) 、 引 理 〈lemma) 与 命题 (proposition) 之 分 . 


九 划 | 
弧度 radian) ， 角度 的 度量 单位 ，1 缴 度 相当 于 区 和 ， 信 不 信 由 你 ,而 I 
度 就 等 于 -人 弧度 


词汇 表 :， 数学 名 词 活 学 指南 


指数 (exponent) : 书写 在 数 或 歇 数 右上 骨 的 缩小 数字 . 也 有 人 称 之 为 宫 或 
乘 方 (power). 不 过 ， 要 是 你 离婚 了 ， 而 你 的 老外 朋友 问 你 : “How’s you 
ex?” 这 时 他 们 指 的 可 不 是 指数 . z 


指数 函数 (exponential function) ; 即 f(x) = 二 e， 它 最 著名 的 特性 是 什么 ? 
就 是 它 是 自己 的 导数 ， 这 就 像 变 成 了 你 自己 的 母亲 ， 是 非常 不 容易 做 到 的 事 ! 


指数 增长 (exponential growth) : 这 是 一 种 “非常 非常 快速 的 成 长 ”每 当 
有 人 说 指数 成 长 的 时 候 ， 目 的 无 非 是 希望 你 印象 深刻 ， 可 表达 出 指数 成 长 的 函 
数 ， 至 少 需要 CK* 的 形式 ， 其 中 的 C>0, 而 K>1， 上 比方 说 ，27 就 符合 指数 
成 长 ， 它 意味 着 每 当 z 增加 1 单位， 函数 2z 就 会 变 成 两 倍 ， 因 此 ， 虽然 21 仅 
仅 等 于 2，210 已 经 变 成 1024， 而 220 居 然 是 1 048 576. 这 真是 非常 非常 快速 
的 成 长 . 


映射 (map): 危险 ! 危险 ! 如 果 你 的 教授 使 用 这 个 字眼 来 指称 函数 的 话 ， 
那么 你 就 遇 上 大 麻烦 啦 . 这 表示 他 (她) 是 理论 数学 家 ， 并且 不 大 能 够 把 理论 
世 秀 跟 教 室 里 的 世界 分 开 . “映射 ”的 确 是 函数 的 另 一 个 称呼 :“ 这 是 从 实数 到 
实数 的 映射 ”的 意思 就 是 “这 是 把 一 个 实数 转换 成 另 一 个 实数 的 函数 ”、 


负数 (negative) : 即 斐 观 的 或 肖 夷 的 .常用 “ 百 忧 解 ”来 治疗 . 


值 域 (range) : 你 能 把 棒球 撕 得 多 远 ， 就 是 你 投球 时 的 range (距离 、 射 
程 )， 对 也 数 来 说 ， 所 能 取 的 值 的 集合 即 该 函数 的 range ( 值 域 )， 数 学 家 在 司 
房 里 的 炉灶 (range) 就 考 食 物 ; 菜单 上 的 鸡 鸭 美食 所 用 的 鸡 是 放养 的 (free 
range) 鸡 ; 说 到 家 ， 真 希望 我 家 门 前 有 牧场 (range) …… 当 我 设 说 . 

十 划 


原点 (origin) : 空间 中 的 一 点 ， 它 的 所 有 坐标 都 等 于 0. 


配方 法 (completing the square) : 配方 ? 什么 配方 ? 理论 上 ， 你 在 中 学 就 应 
该 学 过 这 个 了 . 复习 配方 法 ， 最 好 是 用 例子 示范 : 如 果 想 要 把 图 数 式 十 8z 十 
10“ 和 配方 ， 我 们 就 要 写成 ， 

好 十 8z 十 10 一 好 十 8z 十 (六 )2 十 10 一 ( 广 )2 一 


z2 +8z 十 ( 记 )? 一 6 二 (x 十 4)? 一 6. 


我 们 为 什么 村 做 这 个 “配方 ”的 动作 昵 % 让 我 举 同一 个 例子 来 说 明 : 假设 你 要 
圆 十 8z 十 10 十 二 0 的 图 像 ， 经 过 配方 以 后 ， 这 个 式 子 就 变 成 : 
(ZX 十 4)2 十 y= 二 6. 


你 一 看 就 知道 ， 它 是 半径 为 /5、 圆 心 为 (一 4，0) 的 加 
十 一 划 


常数 (constant) : 固定 的 数 , 例如 3 或 V2， 与 它 相对 的 就 是 变量 ， 顾 名 思 
义 ， 变 量 并 不 是 只 有 一 个 值 .在 英文 里 ，constant 也 是 固定 不 变 、 始 终 不 渝 的 
意思 ， 璧 如 当 你 向 别人 夸 称 :“ 我 的 另 一 半 是 我 的 constant supporter. ”意思 就 
是 说 ， 即 使 他 (她 ) 明明 知道 ， 你 在 干 军 火 买 卖 、 逃 漏税 这 些 不 法 勾当 ， 甚 至 
你 决定 “出 柜 ” 承 认 自 己 是 同志 , 他 (或 她 ) 都 会 支持 你 到 底 . 


箭 卡 儿 坐 标 (Cartesian coordinates) : 即 平面 上 的 标准 坐标 一 一 你 应 该 对 它 
不 阳 生 才 对 ， 就 是 有 zx 轴 与 y 轴 ， 而 且 每 一 点 都 可 以 用 两 个 具体 的 数 来 表示 ， 
譬如 (7，4) ， 就 表示 该 点 的 位 置 是 在 顺 着 x 轴 方 向 走 7 单位， 然后 沿 > 轴 方 
同 走 4 单位 .既然 叫 做 “第 卡 儿 ”， 为 什么 它 的 英文 名 字 不 是 Descartesian， 而 
是 Cartesian 呢 ?” 原 来， 在 笛 卡 儿 的 那个 年 代 ， 学 者 都 用 拉丁 文 写 论文 ， 而 笛 
卡 儿 的 拉丁 文 名 字 就 是 : Cartesius. 


笛 卡 儿 平 面 (Cartesian plane) : 是 卡 儿 坐标 所 在 的 平面 ， 从 英文 来 看 ， 也 
可 以 解释 成 : Cartesia 小 国 的 空军 势力 范围 ， 


被 积 函数 (integrand ] : 积分 式 子 里 那个 将 要 被 积分 的 函数 ， 也 就 是 夹 在 
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积分 符号 | 和 dz 中 间 的 部 分 . 


速率 ( speed) : 速度 的 绝对 值 ， 璧 如 你 把 车 撞 坏 了 ， 事 后 你 究竟 是 该 告诉 
保险 公司 ， 你 的 车 子 以 每 小 时 30 英里 的 速率 擅 上 一 堵 墙 (速度 是 每 小 时 一 30 
英里 ) ， 还 是 你 是 以 同样 的 速率 倒车 时 撞 上 的 〈 速 度 是 每 小 时 一 30 英里 ). 


速度 (velocity) ; 位 置 的 变化 率 ( 跟 速 率 不 同 的 是 ， 如 果 你 是 沿 着 数 轴 朝 
左 方 运动 ， 速 度 可 以 是 负 值 )， 取 位 置 函 数 的 导数 之 后 就 可 求 得 速度 


连续 性 ( continuity) : 就 是 没 发 生 什么 了 不 起 的 惊喜 之 事 ， 一 切 进行 如 常 
在 数学 里 ， 它 的 专业 定义 是 : 如 果 | 
limf (z)= f(a), 

我 们 说 函数 f(x) 在 点 a 为 连续 的 ， 再 进一步 ， 如 果菜 函数 在 每 一 个 有 定义 的 
点 上 都 是 连续 的 ， 我 们 才 说 该 函数 为 连续 的 函数 ， 比 较 不 那么 专业 的 定义 则 
是 : 如 果 你 能 够 把 函数 曲线 一 笔画 到 底 ， 笔 尖 都 没有 离开 纸 面 ， 那 么 该 函数 就 
是 处 处 连续 的 ，( 那 坐标 轴 怎 么 办 ? 好 吧 ， 准 许 你 提起 笔 去 画 ， 笔 尖 离 开 多 久 
都 随 你 高 兴 . ) 欲 知 有 关 详 情 ， 请 看 第 9 章 . 


十 二 划 


割 线 (secant line) : 用 来 指称 连接 曲线 上 两 点 的 一 直线 的 行 话 ， 先 取 一 条 
曲线 ， 任 何 曲线 都 成 ， 然 后 在 曲线 上 任 选 两 点 ， 再 画 条 直线 把 它们 连接 起 来 ， 
你 就 得 到 了 一 条 割 线 ! 为 什么 不 简单 叫 它 直 线 就 好 了 ? 这 可 是 有 历史 渊源 的 . 
在 许多 时 候 ， 我 们 在 提 及 切线 时 ， 才 会 提 到 割 线 ， 因 为 在 你 要 找 出 曲线 上 一 点 
的 切线 时 ， 你 是 把 该 点 当 作 男 定点 ae， 然后 取 曲 线 上 另 一 点 6， 以 及 通过 a 、6 
两 点 的 直线 ， 接 着 移动 6%， 让 它 逐 渐 挪 近 a， 因 而 你 也 得 到 了 一 系列 连接 a、6 
的 割 线 ， 这 些 割 线 会 趋 近 所 谓 的 切线 ， 由 于 切线 这 名 称 取得 很 独特 、 很 吓人 ， 
让 数学 家 为 割 线 抱 届 ， 于 是 也 给 它 取 了 这 么 一 个 独特 又 吓人 的 名 字 . 


无 理 数 (irrational number) ; 即 非 有 理 实数 ， 也 就 是 说 该 数 无 法 写成 由 两 
个 整数 构成 的 分 数 ， 典 型 的 无 理 数 有 +，e， V3 等 等 ， 每 一 个 无 理 数 写成 小 数 


时 ， 都 是 非 循 环 小 数 ， 实 际 上 ， 无 理 数 非常 多 ， 比 有 理 数 还 要 多 (数学 家 宣称 
无 理 数 的 数目 多 到 根本 数 不 清 )， 当 然 ， 你 也 有 极 充分 的 理由 提出 说 ， 有 理 数 
本 身 就 已 经 有 无 限 多 个 了 ， 那 怎么 可 能 有 数目 比 有 理 数 更 多 的 其 他 东西 呢 ? 这 
个 很 玄 的 问题 ， 会 把 我 们 扯 进 一 个 关于 “无 限 ”的 议题 ， 不 过 那 是 个 完全 不 同 
的 主题 ， 现 在 若 拿 来 谈论 ， 会 太 离 题 一 一 这 倒是 拿 去 问 教 授 的 好 问题 . 


绝对 极 大 值 (absolute maximum，global maximum ) : 国 数 在 特定 的 定义 域 
内 惟一 、 独 一 无 二 、 绝 无 仅 有 的 最 大 消 数 值 。 (这 个 值 虽然 惟一 ， 却 不 限于 一 
处 ,就 像 你 看 到 两 座高 度 完全 相同 的 高 山 . ) 不 要 把 它 跟 局 部 极 大 值 (local 
maximum) 搞 混 了 ; 局 部 极 大 值 跟 绝对 极 大 值 的 差异 ， 就 好 比 县 市 的 警察 局 长 
跟 号 令 全 国 的 司法 部 .切记 ,绝对 极 大 值 也 可 能 发 生 在 区 间 的 端点 ， 绝 对 极 大 
值 有 时 也 称 “ 最 大 值 ”. 


绝对 极 小 值 (absolute minimum) : 定义 跟 绝 对 极 大 值 一 样 ， 只 是 把 其 中 的 
“大 ” 字 全 部 改 成 “小 ” 字 ， 而 把 “警察 局 长 ” 换 成 “ 户 长 ”, “司法 部 长 ” 换 
成 “ 副 总 统 ”( 视 国家 的 政治 制度 而 定 )， 在 函数 图 像 上 ， 绝 对 极 小 值 就 是 整 条 
曲线 上 位 置 最 低 的 那个 点 . 


绝对 值 (absolute value) : 如 果 有 人 负 号 ， 就 把 它 拿 掉 ; 如 果 没 有 ， 就 别 动 . 


阶乘 (factorial) : n!1 二 xnX(n 一 1)X…Xx3X2X1， 整 数 的 阶乘 ， 就 是 从 1 
到 的 所 有 整数 的 乘积 、 这 儿 有 个 可 以 拿 去 难 倒 教授 的 问题 “ 像 半 或 一 2 这 
类 数字 的 阶乘 该 如 何 取 ?” : 

极限 (limit) : 不 许 你 逾越 的 那 条 界限 ， 就 好 比 餐 馆 里 的 告示 所 说 的 ; “ 取 
用 沙拉 请 适量 ， 每 个 人 限 取 3 次 "， 在 微 积分 里 ， 当 你 把 许多 愈 来 愈 靠近 某 个 
数 的 值 ， 代 人 一 个 函数 值 ， 所 得 到 的 函数 值 趋 近 的 那个 数 ， 就 是 极限 . 


极 大 值 (maximum, 复数 为 maxima) : 原文 源 于 拉丁 文 ， 谁 说 拉丁 文 已 死 ? 


词汇 表 ， 数 学 名 词 活 学 指南 


它们 只 是 在 休息 对 了 .关于 极 大 值 ， 详 见 “ 局 部 极 大 值 ” 跟 “ 绝 对 极 大 值 ”. 


极 小 值 (minimum， 复 数 为 minima) : 咖 ! 我 们 刚 解释 了 极 大 值 ， 你 难道 不 
能 举一反三 吗 ? z 


极 值 (extremum，, 复数 为 extrema): 即 极 大 值 或 极 小 入， 这 人 么 说 吧 ， 有 具有 
高 或 最 低 的 极 值 的 点 ， 就 是 极 大 值 或 极 小 值 . 


十 三 划 


微分 (differential) : differential ( 差 动 齿轮 ) 这 个 字 有 时 与 汽车 的 变速 箱 或 
传动 装置 相提并论 ， 我 们 只 知道 它 是 重要 零件 ， 至 于 要 去 了 解 它 的 作用 ， 就 太 
困难 了 ， 对 了 ! 变量 的 微小 变化 量 也 叫做 differential， 中 译 为 “微分 "， 辟 如 
说 ，dy 就 是 变量 y 的 微小 变化 量 . 虽然 dy 通常 是 导数 符号 的 一 部 分 ， 也 是 积 
分 符号 的 一 部 分 ， 但 是 我 们 最 好 就 只 把 它 看 成 是 变量 y 的 极 微小 变化 量 . 


微分 方程 (differential equation) : 包含 有 导数 的 方程 式 ， 例 如 
6 他 十 ?一 Z 一 25. 


这 类 方程 式 统治 着 大 部 分 的 物理 世界 ， 所 以 我 们 要 尊重 它们 ! 


微 积分 基本 定理 ( Fundamental Theorem of Calculus) : 这 个 定理 一 般 都 分 
成 两 个 部 分 来 叙述 ， 其 中 一 部 分 是 说 ， 我 们 可 以 先 取 函 数 的 反 导 函数 ， 然 后 把 
上 限 与 下 限 分 别 代 人 ， 就 能 求 出 函数 曲线 下 方 所 围 的 面积 ;写成 数学 式 就 是 ; 

| f(z)dr=F(b)—F(a), 


其 中 的 F(z) 是 任意 函数 . 其 导数 为 A (z),， 亦 即 已 (z) = f(z). 所 以 上 式 也 
可 写成 : 


| F'(z)dr= F(b)— F(a). 


换言之 ， 如 果 你 把 一 一 少数 的 导数 从 < 积分 到 6， 你 得 到 的 就 正好 等 于 原 函数 在 4 
的 鸭 数 值 ， 减 去 原 函 数 在 e 的 函数 值 . 


力 一 部 分 则 是 说 : 


£| fd= f(z). 


这 两 个 部 分 都 说 明 ， 导 数 跟 积分 之 间 关 系 极 为 密切 ， 要 是 没有 这 个 定理 ， 微 积 
分 的 课程 内 容 仆 怕 只 剩 下 现 有 的 一 半 而 已 . 


十 四 划 


图 像 (graph) : 在 zy 平面 上 ， 在 y 方 向 上 描绘 出 f(z) 所 成 的 图 示 ， 俗 语 
说 得 好 ， 昌 闻 不 如 一 见 ， 一 幅 图 可 以 诉说 千言 ， 一 幅 函 数 图 像 可 以 显示 无 穷 多 
个 函数 值 . 

简单 地 说 ，A(z) 的 函数 图 像 就 是 在 笛 卡 儿 平 面 上 、 所 有 满足 方程 式 y= 

f(z) 的 点 (z， ”让 成 的 集合 最 重要 的 性 质 是 ，z 轴 的 任何 一 条 垂 线 与 此 图 像 
最 多 仅 相 交 于 一 点 ， 因 为 在 笛 卡 儿 和 平面 上 ， 特 定 一 个 z 值 就 定义 一 条 二 轴 的 垂 
线 . 竺 定 一 个 生 仅 有 一 个 y 值 使 得 y= f(z). 


实数 (real number) : 我 们 经 常 打 交道 的 数 ， 包 括 整数 、 分 数 以 及 夹 在 分 
数 之 间 的 无 理 数 ， 如 e、V2 等 等 ， 每 一 个 实数 都 有 它 自己 的 小 数 表示 法 .不 同 
于 实数 的 ， 是 为 虚数 (imaginary number) ， 虚 数 会 牵涉 到 /一 工 


对 数 【logarithm) : 一 种 数学 函数 ， 是 姑 的 反 函 数 ， 其 中 的 6 是 某 个 定 值 ， 


渐 近 线 (asymptote) : 所 谓 渐 近 线 ， 就 像 你 在 率 会 上 遇 到 了 一 个 非常 吸引 
你 的 人 ， 你 情不自禁 想 靠 过 去 ， 设 法 走 到 他 (她 ) 的 身 旁 ， 找 话题 搭 训 ， 结 果 
你 们 歼 得 很 愉快 ， 你 也 愈 来 愈 近 ， 近 到 膝盖 几乎 相 碰 在 一 起 ， 在 微 积 分 上 ， 你 
只 是 一 直 继 续 靠近 .而 在 现实 生活 中 ， 你 开始 搭 训 ， 向 他 (她 ) 倾诉 你 对 部 分 
分 式 如 何如 何 着 迷 ， 结 果 对 方 借口 说 要 去 拿 杯 饮料 ， 个 入 后 你 就 看 见 窗外 有 辆 
汽车 扬长 而 去 . 

多 数 曲线 的 渐 近 线 ， 就 是 身 在 zy 平面 上 ， 而 函数 曲线 会 与 之 愈 来 傅 近 的 
一 条 线 ， 有 些 函 数 会 在 新 近 线 的 两 侧 穿 过 来 、 穿 过 去 ， 不 过 幅度 愈 来 愈 小 ,也 
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算是 女 渐 近 线 愈 来 傅 近 . 


碳 定 年 法 (carbon dating) : 地 质 学 家 最 主要 的 社交 活动 。 平 日 他 们 聚 在 一 
起 ， 把 一 些 采 来 的 石 块 融 碎 ， 然 后 检测 石 块 里 不 同 碳 放射 性 核 素 的 量 . 原因 是 
碳 12 不 会 随 着 时 间 而 衰变 ， 但 是 碳 14 会 衰变 ， 因 此 他 们 能 从 碳 12 跟 碳 14 的 
比率 得 知 这 石 块 的 年 代 ， 这 个 地 质 学 术语 怎么 跑 到 微 积分 书 里 来 呢 ?” 那 是 因为 
丰 14 的 衰变 率 ， 就 跟 所 有 的 放射 性 物质 一 样 ， 呈 指数 变化 ， 意 思 就 是 说 ,在 
时 刻 : 的 残留 量 等 于 f(t) 二 Coe-*， 这 是 许多 例题 、 习 题 跟 考 题 的 绝 佳 素材 . 


十 五 划 


线性 方程 式 (linear equation): 代表 一 条 直线 的 方程 式 ， 样子 就 像 3z 十 
2y 二 4， 里 面 没有 xz? 、sinz 其 至 zy， 无 论 以 什么 面目 出 现 ， 都 可 以 改写 成 下 列 
的 一 般 形式 : Az 十 By 十 C= 二 0， 其 中 的 A、B、C 均 为 常数 (可 能 是 0).， 请 注 
意 ， 在 直线 的 定义 中 提 到 的 两 种 形式 ， 都 可 以 改写 成 这 个 形式 . 


复数 (complex number ) : 记 了 “ 变 真 实 ”、 目前 正在 接受 治疗 的 数 ; 还 有 
那些 半 真 半 假 、 长 得 像 7 十 6i (其 中 i=V 二 1) 的 数 .我们 知道 ， 每 个 数学 老师 
告诉 过 你 ， 负 数 没 法 开 方 ， 但 实际 上 他 们 的 意思 是 ， 你 不 能 希望 在 拿 负 数 开 
方 之 后 得 到 一 个 实数 . 换 名 话说， 负数 可 以 开 方 ， 只 是 你 得 到 的 是 复数 .一 般 
复数 都 以 a 十 二 的 形式 表示 ， 其 中 的 叫做 实 部 ,下 叫做 虚 部 .通常 第 一 学 期 
的 微 积 分 课程 里 不 谈 复 数 . 


十 六 划 


宕 法 则 (power rule) :“power” 这 个 英文 字 一 般 是 指 权力 ， 所 以 “权力 法 
则 ”就 是 : 权力 败坏 人 品 ， 绝 对 的 权力 更 彻底 败坏 人 品 (根据 定义 ， 当 权力 为 
正 , 绝对 极力 就 等 于 权力 ; 若 为 负 ， 则 绝对 权力 等 于 负 的 权力 )、 用 在 微 积分 
上 ， 宪法 则 就 是 ，z" 的 导数 等 于 nz"1. 


整数 (integer): …， 一 3， 一 2， 一 1，0，1，2，3，… 这 个 定义 够 短 
了 吧 ! 


导数 ( derivative) : 注意 ! 这 是 整个 微 积分 里 面 最 重要 的 观念 ， 对 于 这 个 
术语 ， 你 不 应 该 只 是 随便 去 找 本 字典 ， 像 你 平日 查 “ 药 剂 师 ” 这 个 词 那 样 ， 大 
略 查 出 定义 就 算 了 ， 而 是 应 该 仔细 读 一 读 这 本 书 (第 10、11、12 章 )， 如 果 你 
坚持 要 知道 一 个 没 啥 价值 的 简单 定义 ， 那 么 我 们 可 以 告诉 你 ， 国 数 f(z) 的 导 
数 就 是 F(z) 的 变化 率 ; 从 几何 来 看 ， 导 数 就 代表 冰 数 y= f(x) 的 图 像 在 点 (z， 
f(z) ) 的 切线 的 斜率 . 


椭 贺 (ellipse) : 躁 上 一 个 贺 ， 让 它 哎 哆 一 声 ， 然 后 你 就 会 得 到 一 个 椭圆 ， 
椭圆 要 比 圆 长 一 些 ,或 是 宽 一 些 ， 椭 圆 的 一 般 式 与 圆 的 方程 式 类 似 ， 只 是 多 了 
a 和 和 bb: 


2 2 
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十 七 划 


“临界 点 (critical point) : 正当 你 分 神 不 注意 听讲 的 了 时候， 老师 所 讲 到 的 点 . 
在 数学 上 则 是 指 : 当 函 数 f(z) 的 导数 f(z) 等 于 0 或 不 存在 时 的 zx 值 ， 你 会 在 
两 种 场合 过 到 它 : 一 、 男 归 数 图 像 时 ; 二 …: 求 极 大 、 极 小 值 的 应 用 题 时 ， 在 前 
者 ， 临 者 点 告诉 你 图 像 上 什么 地 点 会 出 现 严重 变化 ; 在 后 者 ， 临 界 点 指出 所 有 
有 可 能 是 极 大 值 和 极 小 值 的 点 . 


十 入 划 


”和 链 式 法 则 (chain rule) :“ 绝 不 要 让 自己 被 身上 满 是 黑 墨 的 人 给 推 住 . ”这 

条 金 科 玉 律 的 数学 版 则 是 说 : 
Cg(z)) =f (g(x))g (x) 

或 


df _dfdx 
dr dudx’ 


双 曲 函数 (hyperbolic function) : 提 及 这 个 名 词 ， 就 表示 你 上 的 微 积分 课程 
稍微 难 一 点 、 高 深 一 点 ， 这 个 主题 讲解 起 来 劳 神 又 费时 ， 所 以 大 多 数 的 微 积分 
老师 干脆 跳 过 不 谈 ， 如 果 你 的 课堂 里 仍然 包含 了 这 个 主题 ， 也 不 用 紧张 ， 因 为 


词汇 表 : 数学 名 词 活 学 指南 、 /i 


这 一 类 的 国 数 一 点 也 不 难 对 付 . 
所 谓 z 的 双 曲 正弦 函数 ， 表 示 成 sinh x (发 音 与 cinch 一 字 相 同 )， 定 义 就 


一 一 则 表示 成 cosh = (发 音 眼 posh 一 字 押 


是 sinhz 


的 )， J co 它们 俩 互 为 对 方 的 导数 ， 至 
于 其 他 的 双 曲 函数 ， 可 根据 以 上 所 定义 的 这 个 函数 推 知 ， 就 像 用 正弦 和 余弦 来 
定义 其 他 的 三 角 函 数 一 样 . 
二 十 三 划 
变化 率 (rate of change) : 即 函数 正在 变化 的 速率 . 如 果 该 函数 是 在 度量 你 


的 位 置 ， 那 么 你 的 速率 (车 上 的 车 速 表 会 告诉 你 ) 就 是 变化 率 . 哆 数 变化 率 的 
发 一 个 说 法 是 “导数 ”. 


变量 (variable) : 神经 紧张 的 气象 学 家 使 用 得 最 取 频 系 的 一 个 词 ， 在 数学 上 ， 
已 指 能 够 变化 的 量 ， 通 常 以 zx、 等 字母 表示 ， 意 思 就 是 它 没有 特定 的 定 值 ， 
向 是 能 代表 所 有 不 同 的 值 . 


